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��� ������ ���� ����������� ������� �
��� �� �� ���� 𝑉 ���� ���� 𝐯 = [𝑣1 𝑣2 . . . 𝑣𝑉 ]
𝑇 �

��
��� �����
 �
��� ��� ��
�����
�� �� ���� �
������ ������ {−1, 1} �
� ������� �
�� � ����

��
 ������ 𝐡 = [𝑕1 𝑕2 . . . 𝑕𝐻 ]𝑇 ���� 𝐻 ���
� ��� 
����� �� �����
 �
���� ��� 
������
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�����
��� ������� �
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� ��� ����
� �
� �� ������� �����
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𝐸(𝐯,𝐡)=
1

2
(𝐯−𝐛𝑣)

𝑇𝚺−1(𝐯−𝐛𝑣)−𝐯𝑇𝚺−1𝐖𝐡−𝐛𝑇
𝑕𝐡, �
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𝐖=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑤1,1 𝑤1,2 · · · 𝑤1,𝐻

𝑤2,1 𝑤2,2 · · · 𝑤2,𝐻
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���

� � �
���

𝑤𝑉,1 𝑤𝑉,2 · · · 𝑤𝑉,𝐻

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝚺=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜎2
1 0 · · · 0

0 𝜎2
2 · · · 0
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� � �
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0 0 · · · 𝜎2
𝑉

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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𝐛𝑣 =
[︁
𝑏𝑣1, 𝑏

𝑣
2, . . . , 𝑏

𝑣
𝑉

]︁𝑇
, 𝐛𝑕 =

[︁
𝑏𝑕1 , 𝑏

𝑕
2 , . . . , 𝑏

𝑕
𝐻

]︁𝑇
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𝑝(𝐯,𝐡) =
exp(−𝐸(𝐯,𝐡))∫︀

𝐮
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𝐠 exp(−𝐸(𝐮,𝐠))𝑑𝐮
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𝑝(𝐯|𝐡) = 𝑝(𝐯,𝐡)

𝑝(𝐡)
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������ 𝚺� +�
�� 𝚺 �� �����
��� ��� ��
�����
�� ��� ��
 �� �������
��� �� ������� �� �����
��

��
�����
�� ���� �� ���� ������� �
���

𝑝(𝐯|𝐡) =
𝑉∏︁

𝑖=1

𝒩
(︀
𝑣𝑖; [𝑏

𝑣
𝑖 +𝐖(𝑖,:)𝐡], 𝜎

2
𝑖

)︀
=

𝑉∏︁

𝑖=1

𝑝(𝑣𝑖|𝐡). �
�
�

�������� ���������
� �� 𝑝(𝐯|𝐡) ��
 �� ���
� �
 ��	�


�	 ���� %�����
� -��
� (���������� �� .������ -
���

*��������� �������

 �����
�� ���� ���
 ���� �� �
���������� ����
�
� ���������� �� ���

����� ����
� �������� �
� �� ����� ��� ���� �����������
� ,��� ��������
�� �� ��������
�

�
 ��� ����� �� ������� �
��� �
� �
����
� ���� ������� ���
� �����
 �
���� &������������

*�%� ��� ������������� ������� �
� � ���� ��������������� �
�����������
 �� ��� ���� ����

���
� �� �������
��
� ��� ���� �����������
 �� ����������� �� ������� �
��� 𝑝(𝐯)� ,�� ��������

��(*�% ��� � ����������� �� ������� �
��� ����
 ��

𝑝(𝐯) =
∑︁

𝐡

𝑝(𝐡)𝑝(𝐯|𝐡)

=
∑︁

𝐡

𝑝(𝐡)×𝒩 (𝐯; [𝐛𝑣 +𝐖𝐡], 𝚺) . �
���

,��� ������� ���� � ��(*�% ������ ��� ����������� �� �������
� 𝐯 �� � �������
 %������

%���� ��%%�� ����� �������
 �����
�
� ���� �������
�� ������ 𝚺 �� ������ �� �������

������ 𝑝(𝐡) �
� ������� �� [𝐛𝑣 +𝐖𝐡]�

.�����������
� �� 𝑝(𝐯) �� ��������� ���� ����
���
 𝑉 ����� �� 	� 
 �
� � ��� ����
 �


������ 
�	� !
 ����� �� ��������� �
� ��������� ��� �
������
� ������� � ������ �������� ��



������� 
� �������
�������� *��������� �������

 %����
�� �

��� ���� ����� ���������� �� ����� ������� �
��� ���

𝐖𝑅 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

10 6 2

−6 4 −2

1 3 5

⎤
⎥⎥⎥⎦ , 𝐛𝑅

𝑕 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

−57.3333

−25.3333

15.5556

⎤
⎥⎥⎥⎦ , �
���

𝚺𝑅 = 1.52𝐈𝑉 , 𝐛𝑅
𝑣 =

[︁
8 5 3

]︁𝑇
,

����� 𝐈𝑉 �� �
 ���
���� ������ �� ���� (𝑉 × 𝑉 )� +��� �
� ������������ 𝑅 ��
��� ������
��

������ ����� ����������� ���� �� ���� ���������� ��� ������ /����� ������ 𝐖 �
� �������

���� 𝐛𝑣 ����
� �������� ��� ��� ������ �������
�� ������ 𝚺 �������
�� ����� �� ��� �����

���
 �����
�
��� ����� ��
 �� ���� ��
������� �� � ����������� ���������� '
 ��� �����

��
�� �����
 ���� 𝐛𝑕 ��
����� ���������
 �� ��� �������
 �����
�
��� ������ 
�	��� �����


��� ������� ����
 �������
� �� 𝑝(𝐯) ����
 �
 �
���� ,�� ������� �������� �� ���� �����
��

�
 ��� ���� ����� (������
 �� �������
 �����
�
�� �� ������� �� ������ �� ��� �����
 ������

[𝑕1, 𝑕2, 𝑕3]� (��
�� �����
������� �� ��� ������� �������
� �������
 ���
������ ��� 𝑝(𝑕𝑗 |𝐯)

�
� ���� �� ��������� �
 ��� ��������
� ������
�� ,�� ���
 ����������
 ���� �� ���� ��� ���

����
 ����� �� 𝐛𝑕� �
�� ���� �������
 �����
�
�� ��� ���������� ,��� ����� �� 𝐛𝑕 �� �����


�
 � ��� ���� ��� ������� 
����� �� ��� �����
�
�� ��� ��������� ��� � ����
 ��������

�
� �������
�� ������� %��
������ �� ��� ����� �����
�
�� ��� 
��������� ������

!� �� ������ 
����� �� ������� �
��� �� ��� �𝑉 = 2�� ���
 ��� 
�� 𝑝(𝐯) ���� �������� �

���	�����
 �� ��� ��� 𝑝(𝐯) ���� ����� ������� �
��� �
�� ��� ����� �� ��� ����� ��� ������� �
���

���� ������ 
�	����� !
 ���� ����� 
�� ����� ���������� ��� ����
�� ��

𝐖 = 𝐖𝑅(1:2, :), 𝐛𝑣 = 𝐛𝑅
𝑣 (1:2), 𝚺 = 𝚺𝑅(1:2, 1:2), �
���

����� �	�
� ��	 �� 
�� �
� ��� ������� ��
��� �
����� �� ��� �������� �
� �������� +�
��

�������� ��� ���
���� ��� ����� �� �����
 ���� 𝐛𝑕 ������ �� ���
��� �� ���� �� ���� ���

���� �������
 �����
�
�� ��� ���������� !
 ���� � ���
����� ��� ���������� ����� �� 𝐛𝑕 ��

����
 ��

𝐛𝐶
𝑕 = [−52.4444, −16.0000, 13.3333]𝑇 . �
���

,��� ����� ������ �� ��
�
 �� �� ��� 
��� ������� �������
� �������
� �� ����� �� ���

�������� �� ����
 �
 +�����
 ��
� +���������� 𝐶 ���� �� ������ �� �������
����� ���� ���
� �


��� ����� �� �����
 ���� �
 ��� �������
� ������
�� !� ��� ��� ����� �� 𝐛𝑕 ���� ����� 	��� �
��



������� 
� �������
�������� *��������� �������

 %����
�� �

�
� �������
 �����
�
� ����� �� ������� ,��� ����� ��� 𝑝(𝐯) �� ��
������ �� �����������
�

�
 ��� �����
 ����� +�������� �� ��� ����������
���
�� ����� ��� ������� ��������� �������


�����
�
��� ������ �
� �������
 ���
������ ��� 𝑝(𝑕𝑗 |𝐯) ��� ����
 �
 ��� ���� �����

������� ������
� 
����� �� ������� �
��� �� �
�� ������ 𝑝(𝐯) ���� �
 ������ 
�	���� $�
��

����� 
�� ����� ���������� ��� ����
�� ��

𝐖 = 𝐖𝑅(1, :), 𝑏𝑣 = 𝐛𝑅
𝑣 (1), 𝜎

2 = 𝚺𝑅(1, 1), �
�	��

�
� �����
 ���� �� ��� �� 𝐛𝑕 = [−71.1111, 0, 7.1111]𝑇 ���� ���� ��� ���� �������
 ����

��
�
�� ��� ����������  ����
 �������� ����� �������
� �������
 �� ����� �����
�
��� ���

����
 �
��� ����� �� ��� ��
��� ���� �
� ��� ��� �������
� ������� [𝑕1, 𝑕2, 𝑕3]𝑇 � /����� ��

��� ����� �������
� �����
� �� ��� ������ 𝐖� &��� ���� �������
 �����
�
�� �
����� ��

[−1,−1,−1]𝑇 �
� [−1,−1,+1]𝑇 ��� ���	��� �� �����
� ��� �� ������������
� +��� ������


�
�� ����� ��� ����� �� ���� ����� �
� ����� ���� ����� �
���� 𝜎2
𝑣 ��
� �� �����
� �
�

���
 ��
� � ��
��� �������
 �����������
�


�
 !
�����������
 ��  ����
 -
���

+������ ���� ��� � ����
 ����
�
� ���� ��� �� ������� ������� {𝐯𝑠, 𝑠 ∈ 𝐷} ���� ��������

��(*�% ����� ���������� {𝐖,𝚺,𝐛𝑣,𝐛𝑕} ���� ���������� !
 ���� ����� �
����� �
�������

�����
 �� ��� ��(*�% ��������
 �� ������ ���
�������
� ��
����� ������
���� ��� ����
 ��

[𝐛𝑣 +𝐖𝐡] ����� 𝐡 �
����� ��� ���� �� ��� ��
������ ����
 ������� ������ 𝐯� ��� ��������

�� ��� ��
������ ����� �� ���� ��
��� �� ����� ��� ������ 𝐯� ��
 �� ���
� �� ���
� ��
�����
��

��� 𝑝(𝐡|𝐯) ����� �� ����
�� ��

𝑝(𝐡|𝐯) = 𝑝(𝐯,𝐡)

𝑝(𝐯)
=

𝐻∏︁

𝑗=1

𝑝(𝑕𝑗 |𝐯)

=

𝐻∏︁

𝑗=1

exp
(︁
𝑕𝑗

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁

2 cosh
(︁∑︀𝑉

𝑖=1
𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁ . �
�		�

!� ������� ���� ����� �����
 �
�� �� ��� �������� ��
 �� �
����� ���������� ���
� ����� ���

�������
�

𝑝(𝑕𝑗 = −1|𝐯) = ����
(︁
−2
(︁
𝐯𝑇𝚺−1𝐖(:, 𝑗) + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁
,

𝑝(𝑕𝑗 = +1|𝐯) = ����
(︁
+2
(︁
𝐯𝑇𝚺−1𝐖(:, 𝑗) + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁
, �
�	
�



������� 
� �������
�������� *��������� �������

 %����
�� �

����� ������ �� ��� ������� ��
����
� ������
� �� ���� ��
����
 �� � ��������
� ��������

�� 𝐯𝑇𝚺−1𝐖(:, 𝑗) + 𝑏𝑕𝑗 = 0� !� �� � �������
 ���
���� ��� ��� 𝑉 �����
���
�� �����������

������
�
� �� 𝑕𝑗 = +1 �
� 𝑕𝑗 = −1� $�� �� ��
����� � ���� ���� 𝑉 = 3 �
� 𝚺 = 𝜎2𝐈�

���
 𝐯𝑇𝐖(:, 𝑗) + 𝜎2𝑏𝑕𝑗 = 0 �� � ���
� �����
������� �� ������ 𝐖(:, 𝑗)� '������
�����

�� ���� �������
 ���
���� �� ����
 �
 ������ 
�	���� ��� 𝑉 = 2� �������
 ���
���� �� �

��
� �����
������� �� ������ 𝐖(:, 𝑗) �� ���
 �
 ������ 
�	���� ��� ��� �������� ����
���


�𝑉 = 1�� �������
 ���
���� ������� � ���
� �� ����
 �
 ������ 
�	����  ����
 ���� �����

�
 �������
� ���� �� �����
� �������
 �� ��� ��������
� �
 ���� 𝑉 �����
���
�� ������ � ����

�������� ���������
 �� 𝑝(𝐡|𝐯) ��
 �� ���
� �
 ��
�


�� *������
���� ������
 ��� ��(*�% �
� ��� ��$*�% %�����

,�� �
������� ��(*�% ������������ �� ������� �� ��� ��$*�% ������ ,�� �
�� �������
��

�
 ����
����
 �� ����� ������ �� ���� � �����
 �
�� ��
 ��
� ������ {−1,+1} �
 ��(*�%

�
� {0, 1} �
 ��$*�%� (��������� �� ��� ��(*�% ��
 �� ��
������ �� �������������

��������
� ��$*�% ���������� ���
� ��
��� ���
���������
 ����
 ��

𝐛𝐺𝐵𝐿
𝑣 = 𝐛𝐺𝐵𝑃

𝑣 +𝐖𝐺𝐵𝑃 (−𝟏)

𝐖𝐺𝐵𝐿 = 2𝐖𝐺𝐵𝑃 , �
�	��

����� ������������ ��
��� ��� ����� �
� (−𝟏) �� � 
������ �����
�� ������ �� ���� (𝐻×1)� �


������� �� ������������� ��������
� ��(*�% �
� ��$*�% ������ �� ����
 �
 ������ 
�
�

�������� �������
� �� ��� �������
 �����
�
�� �
 ��� ����������� �� ������� �
��� ��� ����

������ ��� ����� ��� ����������� �� ������� �
��� �� ����� ������ ���� �� �������
� ��� ��


����� ���� ������� ���������������
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�	� ����������� �� �����
 �
��� 𝑝(𝐡) ��
����� ��� ���������
 ��

�������
 �����
�
�� �
 ��� ����������� �� ������� �
��� 𝑝(𝐯)� ����� �� ���� �� ����� ���

����� &�������� ���������
� ���� ���� 𝑝(𝐡) �� ������� ��� ���� ���� ���
� �
����� �
� �
��

��� ��� �� 2𝐻 ��
���������
� �� ��� �����
 ������ 𝐡 ��� ������� ����� ������� �
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� �����
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�

�� �������� �� ������� �
� ��
�� �� �������� �� ����� ��� ���� ���
� � ������� 
����� ��

�����
 �
���� �� � ��
�����
��� �
 ����� �� �������� �� ��
� �����
 ������ ��
���������
�

�� ��������� �� 
��� �� �������� �
����� �� ��� �����
 �
���� ��������
��
���� �
����� ��

��� �����
 �
���� ����� ���� �� ������ ������
 �
������ ����������� �� ����
�� ��

ℋ(𝐡) = −
∑︁

𝐡

𝑝(𝐡) log2 𝑝(𝐡), ���	�

����� ����������� ���� ��
����
 �� �����
 �
��� �� ����
 ��

𝑝(𝐡)=

∫︁

𝐯
𝑝(𝐯,𝐡)𝑑𝐯=

∫︀
𝐯 exp(−𝐸(𝐯,𝐡))𝑑𝐯∫︀

𝐮

∑︀
𝐠
exp(−𝐸(𝐮,𝐠))𝑑𝐮

=
exp(𝐴(𝐡))∑︀
𝐠
exp(𝐴(𝐠))

=
exp

(︀
𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖𝐡+ 1
2𝐡

𝑇𝐖𝑇𝚺−1𝐖𝐡+ 𝐛𝑇
𝑕𝐡
)︀

∑︀
𝐠 exp

(︀
𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖𝐠 + 1
2𝐠

𝑇𝐖𝑇𝚺−1𝐖𝐠 + 𝐛𝑇
𝑕𝐠
)︀ , ���
�

����� ���������
 �� ����
 �
 ����
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 �
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������

 ���
� ����
�� ��� �����
 �
����� ��
����
 �
 ���	�� �� ����� �� �
�������
� �� ��� ��� ���

�����
 ���� ���� ������� ����������� �� �����
 �
��� �
� ��
�� ��� �����
 �
������ !
 �����

�� �
����� ��� ������ �� ��� �����
 ����� ��� ����� ���� ����� �� �� �����
��� ��� ���� �����

����
�� �
 ��� ������� ���� �
 ���
� �� �����
� �����
 ���� �� 𝐛𝑕 = −𝐖𝑇𝚺−1𝐛𝑣� !
 ����

���
����� ��� ����������� ���� ��
����
 �� �����
 �
��� ������� ��

𝑝(𝐡) =
exp

(︀
1
2𝐡

𝑇𝐖𝑇𝚺−1𝐖𝐡
)︀

∑︀
𝐠 exp

(︀
1
2𝐠

𝑇𝐖𝑇𝚺−1𝐖𝐠
)︀

=
exp

(︁
1
2‖𝚺

− 1
2𝐖𝐡‖22

)︁

∑︀
𝐠 exp

(︁
1
2‖𝚺

− 1
2𝐖𝐠‖22

)︁ . �����

,�� ���� ‖𝚺− 1
2𝐖𝐡‖2 �� ��� %�����
���� �����
�� ������
 ������𝐖𝐡 �
� ��� �����
� ���

�� ��� ����
�
���� 
����� �� ��� 
�������� �
� ��
���
���� ��
����
� �
 𝑝(𝐡)� ��� ������

���� ����� �����
��� ��� ������� �
� ������ ���� ������� �����
��� ��� ���������� ������
� �

��� ���� �
�� ���� �����
� �����
�
�� ����� ��� ������� -������� ����
��
� �
 ��� �����
��

‖𝚺− 1
2𝐖𝐡‖2 ��� ������� �����
 ������� 𝐡��� ��� ���� �����
� �����
�
�� ���� ��
���������
�

𝐡𝐷 �
� −𝐡𝐷 ��� ����������

𝐡𝐷 = argmax
𝐡

‖𝚺− 1
2𝐖𝐡‖2 �����

 ������� ����
��
� �
 𝐖� ����� �����
�
�� ���� ��� ���� �� ������� �����
��� ��
 ��

��������� �� �����

�
 ������� ����������
� ���������
 �� ��� ���� �����
� �����
�
�� �� ����
 �
 ����

��� ������� ,�� ������ �������� ����������� �� ������� �
��� 𝑝(𝐯) ��� � ����� ���� ��� �������

�
��� ����� ���������� ���� ��� ��

𝐖 = 𝐖𝑅(1:2, 1:2),𝐛𝑣 = 𝐛𝑅
𝑣 (1:2),𝚺 = 𝚺𝑅(1:2, 1:2). ���
�

 ��� %�����
���� �����
�� ��������
�� �� ��������
 �����
�� ������� �������
�� ������

𝚺 �� � ������ ������
 �� �
 ���
���� ������� ���� 𝚺 = 𝜎2𝐈� ,�� �����
 ���� ��� ��� ��

𝐛𝑕 = −𝐖𝑇𝚺−1𝐛𝑣 �� ���� ��� ���� �����
� �����
�
�� ��� ���������� &��� ���� ��� �������


���
������ ��� 𝑝(𝑕𝑗 |𝐯) ���� ������� ���
� 𝐛𝑣�

���� 
�� �
� ��� ���
� 𝐛*
𝑕 = −𝐖𝑇𝚺−1𝐛𝑣 �
 ��� �����
 ���� ����� ���� �� ��
���� ��

����������� ��� ��
�� �� ��������� � �������� �� ���
� ��� ��
��� �� �������� �� ��� �����
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����� �� � %������ �� *������
�����
�� �������
�� 	�

���� ��� �����
 �
����� ����� ,��� ��
 �� ���
 ���� ������ ������ �
� ������ ������ �
�

���� �� ��������� �
 +�����
 ����

��
 ��
�����
� �� �����
 %������  ����
 �
�����

+������ ���� ��� 
����� �� ������� �
��� �� ������� �� ����� �� ��� 
����� �� �����
 �
���

� 𝑉 ≥ 𝐻� �
� ��� �����
 ���� �� ��� �� ��� ��
��� �� �������� ���
� 𝐛𝑕 = 𝐛*
𝑕 ���������

������ ������������ ��� ��� ������ ������ 𝐖 ���� � ���� ��

𝐖 = 𝚺
1
2𝐔 = 𝚺

1
2 [𝐮1 . . . 𝐮𝐻 ], �����

����� 𝐔 �� � ������ ���� �������
�� �����
�� ���� ���� 𝐮𝑗 ∈ ℝ𝑉 ��� 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝐻}� �
�

��� ��� �����
�� ����� �� 𝑗, 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝐻}� ��� �

�� ������� 𝐮𝑇
𝑗 𝐮𝑘 = 0� (�����
� ����
 𝐖

�
�� ����� ������

𝑝(𝐡) =
exp

(︁
1
2‖𝚺

− 1
2 (𝚺

1
2𝐔)𝐡‖22

)︁

∑︀
𝐠 exp

(︁
1
2‖(𝚺

− 1
2 (𝚺

1
2𝐔)𝐠‖22

)︁

=
exp

(︁
1
2

∑︀𝐻
𝑗=1‖𝐮𝑗‖22

)︁

∑︀
𝐠 exp

(︁
1
2

∑︀𝐻
𝑗=1‖𝐮𝑗‖22

)︁ =
1

2𝐻
. �����

!
 ���� ���
����� ��� �� ��� 2𝐻 �����
 ��
���������
� ������ ������������ �
� ��� �����


�
����� ������� ��� ������� ����� �� 𝐻 ����� ,� ��������� ���� ���
���
�
� � ��(*�%

����� ���� �������
�� ������� 𝐖(:, 1) �
� 𝐖(:, 2)� ����� ������� ��� ��
�����
 ����
 �


����� ���� ����������

𝐖 =

⎡
⎣−9 2

2 −9

⎤
⎦ ,𝚺 =

⎡
⎣2

2 0

0 22

⎤
⎦ ,𝐛𝑣 =

⎡
⎣11
12

⎤
⎦ ,

𝐛*
𝑕 = −𝐖𝑇𝚺−1𝐛𝑣 =

[︁
−30.75, 21.50

]︁𝑇
�����
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�



������� ��  ����
 �
����� �� � %������ �� *������
�����
�� �������
�� 	�

!
 �������� ������� �����
 �
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 �� �����
�� �� 𝑉 ≥ 𝐻 �
� 𝐖 ���

�
 �������
�� �������� �� �
 ������ +��� � ����� �� ���� ����������� �
� ��

�� ����� ����

�
 ���� ������ %�������� ��� 𝑉 < 𝐻 �� �
� ����� 
�
��������
�� ��������� ��� �
������
�

��� ���� �� ���� ��� ���� ���� �
����� �����������
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� �����
 �
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���
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�
��� ����� ��� 
����� �� ����� ��� ����� ��� ������������ ��

� ��
��
��
� ��������� �
 ����� ��
���� 
����� �� �����
 �
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v
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(b) p(v
1
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�𝐖,𝚺,𝐛𝑣� ������ �
 ������ !
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 �� ��� 	���� �����
� ���
��� �� � 
���� ���
� 𝐛*
𝑕 =

−𝐖𝑇𝚺−1𝐛𝑣� ��� (���������� �� ������� �
��� ��� ��� ���� ����� �������� �
� � �����


���� ��� �� ���
� 𝐛*
𝑕� ����
 �
 ��� ����� !
 ���� ����� �����
 �
����� �����
� ��� �������

����� �� 𝐻 = 2 ���� �
� ��� ���� �2𝐻� �������
 �����
�
�� ��� ���������� ��� ����������

�� ��� ����� ��� ������ �
 ������

��� &�������� ���������
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����
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��� ���� �������� ��� ����� ����� ���������� {𝐖,𝚺,𝐛𝑣} ��� ����� �
� ��� �����
 �
�����

����
�� �
 ���	� �� ��������� �� � ��
����
 �� ��� �����
 ���� 𝐛𝑕� !
 ��� �
������ �������� �����

��� ������ ����� �� 𝐛𝑕 �� ��
����� ����
� ���
� 𝐛*
𝑕 �
� ������� �
�� � ���� ���� 150 × 151

��������

,�� �
������ �� ��� ������ �� �����
 ���� �
 �����
 �
����� �� ��
������ ��� ������ ����

	� 
 �
� � �����
 �
���� !
 ��� �������� ����� 
�������� ���������
 �� ��� �����
 �
����� ��

� ��
����
 �� ��� �����
 ���� ���� ��� � ��(*�% ����� ���� ����������

𝐖 = 𝐖𝑅(:, 1), 𝐛𝑣 = 𝐛𝑅
𝑣 , 𝚺 = 𝚺𝑅, �����

�� ����
 �
 ������ ��
����  ��� �����
 �
����� ��
 �� ���
� �
����������� +����
� 𝑐 :=

𝑏𝑕1 +𝐰𝑇𝚺−1𝐛𝑣� ����� 𝑏𝑕1 �� �����
 ����� ������ ����������� ���� ��
����


𝑝(𝑕) =
exp

(︀
1
2𝑕𝐰

𝑇𝚺−1𝐰𝑕+ 𝑐𝑕
)︀

∑︀
𝐠 exp

(︀
1
2𝑔𝐰

𝑇𝚺−1𝐰𝑔 + 𝑐𝑔
)︀

=
exp (𝑐𝑕)∑︀

𝑔∈±1 exp (𝑐𝑔)
=

exp (𝑐𝑕)

2 cosh (𝑐)
, ���	��

����� �� �
����
��
� �� ��� ����� ����������� (�����
� ���������� ������ �� 𝑝(𝑕) �
�� ���	�

������� �
 �����
 �
����� ����� ��

ℋ(𝑕) = −
∑︁

𝑕∈±1

𝑝(𝑕) log2 𝑝(𝑕)

=
𝑐 · tanh(−𝑐) + ln(2 cosh(𝑐))

ln 2
. ���		�

,�� ������� ����� �� ��� �����
 �
����� �ℋ(𝑕) = 1 ���� �� �������� ���
 𝑐 = 0� �����

�������� ���� ��
�����
� ������ �
 +�����
 ��
� �
�������� ���������
 �� ���		� ��� �����

���������� ������ �
 ����� �� ����
 �
 ������ ��
��� �
� �� ������� ��������� ���������
 ��

��� ���� ��
����
 ����
 �
 ������ ��
����

��� � ����� ���� ��� �����
 �
��� �𝐻 = 2� �
� ���������� {𝐖,𝚺,𝐛𝑣} ������ �
 ���
��

� ���� �� ��� �����
 �
����� �� � ��
����
 �� ��� �����
 ���� �� ����
 �
 ������ �������

���
 ���� �����
� �������� �
�� �
� ��
���������
 �� �����
 ������ �
� ���� �
����� ����� ��

����� 1����� �
� ������
 �����
� �
 ��� ���� �������� ��� �
� ����� �������
 �����
�
��

�
 𝑝(𝐯)� ������������� (��
�� ������� �� ����� ��� �����
� ��� 𝐛*
𝑕 �
� 𝐛𝑆

𝑕 � +����
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(a) Hidden entropy [bits] (experiment)
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⎡
⎢⎢⎢⎣
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𝐡(𝑗+1:𝐻)

⎤
⎥⎥⎥⎦=

⎡
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⎤
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⎡
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⎪⎪⎪⎪⎩
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⎥⎥⎥⎦−
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𝑇 � ��� ����� �����
 �
��� ��� �������
 �� ���� ������� ���

�� �����
������� 
����� �� ��� �������� !
 �������� ��
�����
� 
����� �� �����
 �����


�
����� �� 	 ��� ��� ������ ������

𝑏𝑕𝑗 = −𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀
,

𝑏𝑕𝑎
𝑕𝑎=+1
≷

𝑕𝑎=−1
−𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀
,

����� 𝑕𝑎𝑗 = −��

(︁
𝑕𝑎𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
, ���
	�

𝑏𝑕𝑏
𝑕𝑏=+1

≷
𝑕𝑏=−1

−𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︁
𝐛𝑣 + 𝑕𝑏𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︁
,

����� 𝑕𝑏𝑗 = −��

(︁
𝑕𝑏𝐖

𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
,

𝑕𝑎𝑏
𝑕
𝑎+𝑕𝑏𝑏

𝑕
𝑏>−

(︀
𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)+𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀𝑇
𝚺−1

(︁
𝐛𝑣+𝑕𝑎𝑏𝑗 𝐖(:,𝑗)

)︁
,

����� 𝑕𝑎𝑏𝑗 = −��

(︁
𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1
(︀
𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁
.

!
 ����� �� ����
 ��� ����� ����������� �����
 �
����� �
������ ����
 �
 ������ ������ ���

������ �� �����
� ��� ����
� �����
 ���� 𝑏𝑕2 �� � ����� �����

𝑏𝑕2 = −𝐖𝑇
(:,2)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕1𝐖(:,1) + 𝑕3𝐖(:,3)

)︀
= −48,

����� 𝑕1 = 𝑕3 = +1, ���

�



������� ��  ����
 �
����� �� � %������ �� *������
�����
�� �������
�� 
	

����� �� ��� ����� ��
�����
 ������ �
 ���
	� 
�������� �� �����
 �����
 �
����� �� �
� ���� !


������ ������ ��������� ���������
 �� �����
 �
����� �� � ��
����
 �� ��� �����
�
� �����


������� 𝑏𝑕1 �
� 𝑏𝑕3 � �� ����
� '���� ��
�����
� 
�������� �� �����
 �����
 �
����� �� �
� ���

��� �������� ����������
� �
 𝑏𝑕1 �
� 𝑏𝑕3 � ,��� ��� ���������� �
 ������ ������� !� �� �������

���� �� ��� ��������� ���������
 �� ��� ���� ��
����
 �
 ������ ������� �� ��
 ��� � �������

����� ������
 ��� ������� ��
����
 �
� ��� ��������� ���������
�

����
 '
�����  ����
 �
����� *����
 /��� (𝐻 − 1) �
������  ����
 -
���

�
����� �����
 �
 ��� ����� �� �����
 ���� ���� �
����� �����
 �
����� ��
 �� ������� ����

��� ���������
 ���� ��� ��
���������
� �� ��� �����
 ������ ���� (𝐻 − 1) �
������ �����


�
��� ��� �������������

𝑝(𝑕𝑗 ,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) = 𝑝(𝑕𝑗 ,−𝐡𝑃 ,−𝐡𝑁 )

=
1

2 + 𝐹 (𝑕𝑗 ,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 )
≈ 0.5. ���
��

+����
� ���
�� �� ������
� �
���� ����� ����
 �
 ���
� ��� ���� ��
���������
� �� ��� �����


������ ������ � ��
�����
� ��� 𝐛𝑕,𝑃 �
� 𝐛𝑕,𝑁 ��

(︀
𝐛𝑇
𝑕 + (𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗))

𝑇𝚺−1𝐖
)︀

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡𝑃

0

𝐡𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦ = 0. ���
��

��� � ����� ���� ����� �����
 �
��� �𝐻 = 3�� �����
 ������ 𝐡 ��
 �� �
����� �� [𝐡𝑃 , 𝑕𝑗 ,𝐡𝑁 ]𝑇 ≡

[𝑕𝑎, 𝑕𝑗 , 𝑕𝑏]
𝑇 �
� 𝐹 (𝑕𝑗 ,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) ������� 𝐹 (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏)� �
 ����� �������� (2𝐻 −2) ����
�
����

����� ��� ������ �� ��

𝐹 (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) =

∖(𝑕𝑗 ,𝑕𝑎,𝑕𝑏),(𝑕𝑗 ,−𝑕𝑎,−𝑕𝑏)∑︁

∀(𝑔𝑗 ,𝑔𝑎,𝑔𝑏)

exp(𝐵(𝑔𝑗 , 𝑔𝑎, 𝑔𝑏)), ���

�

����� 𝐵(𝑔𝑗 , 𝑔𝑎, 𝑔𝑏) �� ����
�� ���

𝐵(𝑔𝑗 , 𝑔𝑎, 𝑔𝑏) =

(︂
𝑔𝑏 −

𝑔𝑎𝑕𝑏
𝑕𝑎

)︂(︁
𝑏𝑕𝑏 + 𝐛𝑇

𝑣 𝚺
−1𝐖(:,𝑏)

)︁
+

+ (𝑔𝑗 − 𝑕𝑗)𝑏
𝑕
𝑗 + (𝑔𝑎𝑔𝑏 − 𝑕𝑎𝑕𝑏)𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑏)+

+𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1(𝑔𝑗 − 𝑕𝑗)
(︀
𝐛𝑣 + 𝑔𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
+

+𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1

(︂
𝑔𝑗𝑔𝑏 −

𝑕𝑗𝑔𝑎𝑕𝑏
𝑕𝑎

)︂
𝐖(:,𝑏). ���
��



������� ��  ����
 �
����� �� � %������ �� *������
�����
�� �������
�� 



��� ��� �����
 �
����� �� �� �
� ���� 𝐹 (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) ������ �� � ���� ����� 
����� ����� ��

����� +�������� �� ��� ���������
 �� ��� ��
��� �
������ �����
 �
�� ����� ���� ��
�����
� ��


�� ��������� �� �����
� ����� ���
� ��� 𝐹 (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �� 	�

𝐹 (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) < 1. ���
��

,��� ����� ���
� ��������
�� �� log2(3) ���� �� �����
 �
����� ������

!
 �������� ��
�����
� 
����� �� �����
 �
����� �����
 �
����� ��� ������ ������

𝑏𝑕𝑏 > −𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑏𝑕𝑠𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀
, ���
��

𝑏𝑕𝑏 < −𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑏𝑕𝑠𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀
,

����� 𝑕𝑠 = ��
(𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑏)),

𝑏𝑕𝑎 = −𝑕𝑏
𝑕𝑎

𝑏𝑕𝑏 −
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀𝑇
𝚺−1

(︂
𝑕𝑏
𝑕𝑎

𝐖(:,𝑏)+𝐖(:,𝑎)

)︂
,

𝑏𝑕𝑗

𝑕𝑗=+1

≷
𝑕𝑗=−1

−𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1
(︁
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝑕

𝑎𝑏
𝑠 (𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏))

)︁
,

����� 𝑕𝑎𝑏𝑠 = ��
(𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1(𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏))),

𝑕𝑏𝑏
𝑕
𝑏−𝑕𝑗𝑏

𝑕
𝑗<+

(︀
𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)−𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀𝑇
𝚺−1

(︀
𝐛𝑣−𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
,

𝑕𝑏𝑏
𝑕
𝑏+𝑕𝑗𝑏

𝑕
𝑗>−

(︀
𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)+𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀𝑇
𝚺−1

(︀
𝐛𝑣+𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
.

!
 ������ ������� �
� �� ��� �
����� �����
 �
����� �����
� ���� (𝐻 − 1) �
������ �����


�
��� �� ������� �
 ����
�� ���
� ���
�� �
� ���
�� ���� �𝑝(𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) = 𝑝(𝑕𝑗 ,−𝑕𝑎,−𝑕𝑏)�

������

��
 !
���������
� �� '
�����  ����
 �
����� *����
�

����
��
� �
 ��� ����
���
 �� ��� �����
 �
����� ����� �𝐻�� �������
� ����� �� �
����� ����

��
 �
����� �����
� �
����������

��� ���� ���� ����� �� ����� ���
������� �����
� log2(3)�


� log2(5)���� �
� ������ �����
 �
����� �����
�� ,���� �����
� ��
 �� ��
��� ���
�� �� ������

���
�� �
� ��� �� ������� �
������ ������� ���� ������� ������� �������
�����
�� �������
��

�� ��� ������

%��� �������� ���
 �� ������� ������ �
� ������ ������� ���� �����
� �� �����
 ���� ����

���� �����
 �
����� ��� ��
��
������ �
 � ����� ������ �� �
���������
 �� �
����� �����


�
����� �����
� ���� � ��
��� �
������ �����
 �
��� ���� ����
� 𝑝(𝐡) ���� ��� �������
�



������� ��  ����
 �
����� �� � %������ �� *������
�����
�� �������
�� 
�

���������

𝑝(𝑕𝑗 ,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) = 𝑝(−𝑕𝑗 ,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) ≈ 0.5. ���
��

,�� �������
 �� ����� ��������
�� �� ����
 �
 ���	��� ,�� ������ [𝐡𝐏;𝐡𝑁 ] ��� (𝐻−1) �����


�
���� �� ����� ��� 2(𝐻−1) �������
� �����
����
� ��� �����
 �
�� 𝑕𝑗 � ����� ��������
�� ��

2(𝐻−1) ��������
�� ��� ���� �����
 ���� ����
���
 𝑗�  �
��� ��� 
����� �� �
���������
� ��

����� ��������
�� �� (2(𝐻−1))𝐻 �

 ������� 
�� ��� �� ����� �
���������
� ���� ���� �����
 �
������ ��� ������ ���� 


�����
 �
���� �
�� ��� ���
�� ��� �� � ����� 2(2−1)2� ���� ���� �����
 �
������ '
� �� ����

���
�� ��� ���� ���� ��� ����� ����
 �
 ���
� �� �������� ����� �������
 �����
�
�� �
 𝑝(𝐯)

����
 �
 ������ ������� ���� ������ ������ �� ��
 �� ���
 ���� 𝐛𝑆
𝑕 �� �
 �
���������
 �� ���

��
��� (��
� 𝐛𝑆
𝑕 ��� �������� ���
� ���
���� ������ ���� ���
	� ������� ��� � ����� ����

𝑉 = 2 �
� 𝐻 = 2� ����������� 𝐛𝑆
𝑕 ��� ���������� �� ��������

𝑏𝑕,𝑆1 = −𝐖𝑇
(:,1)𝚺

−1
(︁
𝐛𝑣 +𝐖𝐇𝑆

(:,1)

)︁
= −6.2222,

𝑏𝑕,𝑆2 = −𝐖𝑇
(:,2)𝚺

−1
(︁
𝐛𝑣 +𝐖𝐇𝑆

(:,2)

)︁
= −46.2222,

𝐇𝑆 =

⎡
⎣ 0 +1

−1 0

⎤
⎦ ������

����� {𝐖,𝚺,𝐛𝑣} ��� ��
�
 ���� ���
� �
� 𝐇𝑆 �� ��
���������
 ������ ����� �������
��

������� 𝐡𝑃 �
� 𝐡𝑁 �
 � ���
�� �����

!
 � ����� ���� � �����
 �
���� �
�� ��� ���
�� ��� �� �� ����� 23(3−1)� ���� ���� �����


�
������ ,� ����
������ ����� ��� �������� �
����� �����
 �
����� �����
� �
� ����� �
����

������
� ���� 
�
����� �����
 �
����� ��� ����
 �
 ������ ������� ,���� �����
� �
� �����

���
���� ������ ���� ���������� ���
� ���
	� �
� ���
��� !� �� ������� ���� �� ��� �������

��� ���������
 �� ��� ���� ��
����
 �
 ������ ������� �� ��
 ��� � ������� ����� ������
 ���

������� ��
����
 �
� ��� ��������� ���������
� �������
����� � ������ ���
� 𝐛𝐶
𝑕 ���� ����

�����
 �
����� ��� ���������� ��� ��� ����� �������� {𝐖,𝚺,𝐛𝑣} ����
 �
 �
��� ���
� ���

�������
� �������
�

𝑏𝑕,𝐶1 = −𝐖𝑇
(:,1)𝚺

−1
(︁
𝐛𝑣 +𝐖𝐇𝐶

(:,1)

)︁
= −52.4444,

𝑏𝑕,𝐶2 = −𝐖𝑇
(:,2)𝚺

−1
(︁
𝐛𝑣 +𝐖𝐇𝐶

(:,2)

)︁
= −16.0000,

𝑏𝑕,𝐶3 = −𝐖𝑇
(:,3)𝚺

−1
(︁
𝐛𝑣 +𝐖𝐇𝐶

(:,3)

)︁
= +13.3333,

𝐇𝐶 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 +1 +1

−1 0 +1

−1 −1 0

⎤
⎥⎥⎥⎦ . ����	�

����� ��
���������
 ������ 𝐇𝐶 �� �� ���� 3 × 3 ��
�� ��� ����� ��� ����� �����
 �
����

���� ������ ������� �� ��
 �� 
���� ���� ���
� 𝐛𝐶
𝑕 ��� �����
 �
����� ����� �� 
 ����� ,���



������� ��  ����
 �
����� �� � %������ �� *������
�����
�� �������
�� 
�

��������
�� �� ���������
 �� ���� ��
���������
� �� �����
 �
��� ������ �
 ���
� ������ ����

�������
 �����
�
�� �
 �
 𝑝(𝐯) �
 ������ 
�	����

!
 ������ ������� ��� �
���������
� �� �
����� �����
 �
����� �����
�� ����� ���� ����

�����
 �
����� ������� ��� �
 � �����
�� ���
� ����� ������ ������� ��� ��
��� 𝐛*
𝑕 �
� ����

� ������
���
� ���������� '������
� ���� � ������� �
� �
�������
� ����� ���
 �
 �����

����
���
� ��
�� �� ������ �� �������� ��� ��
� �� ��� 2(𝐻−1)𝐻 ��������
� �
���������
�

���� ���� ���� �
����� �
� ���� ����� ���� ���� ��
� �
 ������ ����
���
�� ��� ����� 
�����

��
�� �� �� ������

��� '
�����  ����
 �
����� *����
� �� �������
 ���
������ ���  ����
 -
���

���������
�

�� ��� ����
 �
 ������ 
�	 �
� �
�	
�� �����
 ���� ���� ��
� � ��������� ����� ���������

��� �������
 �� ��� ��������
� �
 ��� ����� �� ������� �
���� ,��� ��������
� �� � �������


���
���� ����� ��������� �
������ ��
���������
� �� ��� �����
 �
���

����������� �
�����������
 �� 𝑝(𝑕𝑗 = +1|𝐯) ���� �����
 ���� ��� �� �
����� �����
 �
�

����� �����
 ���� � ��
��� �
������ �����
 �
�� �� ����
 �
 ������ ��
� !
 ���� ����� ��
���

���
�� ����������� 𝑝(𝑕𝑗 = +1|𝐯) ���� 𝑏𝑕𝑗 ��� �� ���	�� �� ����
 ��

𝑝(𝑕𝑗 = +1|𝐯) = ����
(︁
2
(︁
𝐯𝑇𝚺−1𝐖(:,𝑗) + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁
����
�

= ����

⎛
⎜⎜⎜⎝2𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1

⎛
⎜⎜⎜⎝(𝐯 − 𝐛𝑣)−𝐖

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡(1:𝑗−1)

0

𝐡(𝑗+1:𝐻)

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

���� ������ ��
� �� ��
 �� ���
 ���� �������
 ���
���� ������ �����
��������� �� ��� 𝑗��

������ ����� �
 ��� ������ ������
 ������ �����
 ��
���������
��

+��������� ��� � ����� ���� ����� �����
 �
���� �������
 ���
������ ��� 𝑝(𝑕1 = +1|𝐯) �
�

𝑝(𝑕3 = +1|𝐯) ��
 �� ������� �� �����
� �����
 ���� �� �
����� �����
 �
����� �����
 ����

���� ���� (𝐻 − 1) �
������ �����
 �
��� ��� ����
 ��

𝑏𝑕1 = −𝐖(:,1)𝚺
−1(𝐛𝑣 + 𝑕2𝐖(:,2)),

𝑏𝑕3 = −𝐖(:,3)𝚺
−1(𝐛𝑣 + 𝑕2𝐖(:,2)). ������

&��� ���� ����� ��� ������ ��� 
�� � �
���� �������
 �� ���
��� (�����
� ����� ������ �
��



������� ��  ����
 �
����� �� � %������ �� *������
�����
�� �������
�� 



�
�	
� �������

𝑝(𝑕1=+1|𝐯)=����
(︁
2𝐖𝑇

(:,1)𝚺
−1(𝐯−

(︀
𝐛𝑣+𝑕2𝐖(:,2)

)︀)︁
,

𝑝(𝑕3=+1|𝐯)=����
(︁
2𝐖𝑇

(:,3)𝚺
−1(𝐯−

(︀
𝐛𝑣+𝑕2𝐖(:,2)

)︀)︁
. ������

���� ������ ���� �� ��
 �� ���
 ���� �������
 ���
������ ���� �����
��������� �� ��� �����

�
� ����� ������� ����� �
 ��� ������ ������
 ������ �����
 ��
���������
��

+��� ����������� �
�����������
 �� ������� ��� �
������
��
� ���
����� �� ��������
 ��

��(*�% ������ �
� ����� �
 �
����� �
�� ��� ���� ������
� ���� ��� ��������
� ��������

�����
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�
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b
h
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)

(a) Hidden entropy [bits] (experiment)
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������ ���� ��� ��������� ���������
� �
� ��� ����������� ����� �� �����
 �
����� ℋ(𝐡) �� �

��
����
 �� �����
 ������ 𝑏𝑕1 �
� 𝑏𝑕3 ��� � ����� ���� ���������� ������ �
 �
��� ���� ����
�

���� 𝑏𝑕2 �� ��� �� ���� ��� ��������� ���������
� �
� ��� ����������� ����� �� �����
 �
�����

ℋ(𝐡) �� � ��
����
 �� ��� �����
 ������ 𝑏𝑕1 , 𝑏𝑕2 , 𝑏𝑕3 � !
 ��� �
� ���� ��� �����
 �
����� ���

���������� ���
� ��� ����
����
 �
 ���	� �� ����� ���
� �� ��� �����
 ���� ����� ���

�� ��

𝑏𝑕1 , 𝑏
𝑕
3 �
 ��� �
� 𝑏𝑕1 , 𝑏

𝑕
2 , 𝑏

𝑕
3 �
 ���� ,���������� ����� �� ����� �
 ������
� �
����� �����


�
����� �����
�� 𝑝(𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) = 𝑝(−𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �������� �
� 𝑝(𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) = 𝑝(𝑕𝑗 ,−𝑕𝑎,−𝑕𝑏)

�����
���� ���
� ������� �
���������� �
 ���
	� �
� ���
��� ������������� !
���������
� �� ����

�����
� ������� �����
 �
����� ����� �� log2(3) �
� 2 ����� '
� ���� ���
� 𝐛𝐶
𝑕 �� ����
 �


���� !� ��� ���������� ���
� ����	�� (���� ��� �
� ��� ��������
� �� � ����� ��
�
 ���� ���

�
� ��� �� �����
� 𝑏𝑕2 = −48�
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+W(:,1)

+W(:,3)

−W(:,3)

v

Decision boundary for h2

θ

(v − bv)

W

[
h1

0
h3

]

(
(v− bv)−W

[
h1

0
h3

])
+W(:,2)

−W(:,2)

bv

bh2 = −WT
(:,2)Σ

−1


bv +W




h1

0
h3




 , p(h2 = +1|v) = sigm

(
2
(
vTΣ−1W(:,2) + bh2

))

Model geometry:

p(h2 = +1|v) = sigm


+2WT

(:,2)Σ
−1


(v − bv)−W




h1

0
h3








p(h2 = +1|v) = sigm


+2

σ2

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
W(:,2)

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
(v − bv)−W




h1

0
h3



∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
cos(θ)




W =

[
−40 −2 −20
8 40 −5

]

bv =

[
105
60

]
,

h1 = −1
h3 = +1

Data: v =

[
135
70

]
, Σ = σ2I

������ ��
� �������
 ���
������ ��� 𝑝(𝑕𝑗 |𝐯) ���� 𝑏𝑕𝑗 ��� �� �
����� �����
 �
����� �����


���� � ��
��� �
������ �����
 �
��� ���� 𝑏𝑕𝑗 ��������� �������� 𝑝(𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) = 𝑝(−𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏)�

����� �
����� 𝑗 = 2, 𝑎 = 1 �
� 𝑏 = 3�
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h2W(:,2)

bv

bh1 = −WT
(:,1)Σ

−1
(
bv + h2W(:,2)

)

bh3 = −WT
(:,3)Σ

−1
(
bv + h2W(:,2)

)

p(ha = +1|v) = sigm
(
2
(
vTΣ−1W(:,a) + bha

))

Model geometry:

p(h1 = +1|v) = sigm
(
+2WT

(:,1)Σ
−1
(
v − (bv + h2W(:,2)

))

p(h3 = +1|v) = sigm
(
+2WT

(:,3)Σ
−1
(
v − (bv + h2W(:,2)

))

W =

[
−40 −2 −20
8 40 −5

]

bv =

[
105
60

]
, h2 = +1

Data: v =

[
87
115

]
, Σ = σ2I

(
v − (bv + h2W(:,2))

)

������ ���� �������
 ���
������ ��� 𝑝(𝑕1|𝐯) �
� 𝑝(𝑕3|𝐯) ���� 𝑏𝑕1 �
� 𝑏𝑕3 ��� �� �
����� �����


�
����� �����
 ���� ��� �
������ �����
 �
���� ���� 𝑏𝑕𝑗 ��������� �������� 𝑝(𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) =

𝑝(𝑕𝑗 ,−𝑕𝑎,−𝑕𝑏) ����� �
����� 𝑗 = 2, 𝑎 = 1 �
� 𝑏 = 3�
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 +�����
 �� �� �����
��� ������
��� �� �
������ �� ��� �����
 �
����� �� � ��
����


�� �����
 ����� �������
� �����
 �
����� ����
�� �
 ���	� ������� ���������
� 𝑝(𝐡) �
�

����������
� ���� ��� 2𝐻 �����
�� �
 ��� ��
�� �� ��� ��
��� ������ 𝐡� ,��� �� 
�� ��������

��� ������ ���� ����� 
����� �� �����
 �
����

��	 &��������� ���������  ����
 �
�����

�� � ���
����
�� �� ������� � 
�� ������� �� ������
��� �� �����
 �
��� ����� ��
 ��

��������� ���� ��� ���������� �� ����� ���������
�� !� ������ �
 �
 ���������
 ���� �����


�
��� ��� �
����
��
�� !� � �����
 �
�� �� ������ ��
� ��� ��� ���� �������� �� ���
� ���� ��

������ 𝐛𝑣 �� +𝐖(:,𝑗) �
 ��� �������� +� ��� 
�� 	��� ������� 𝐛𝑣 ���� [𝐛𝑣+𝐖(:,𝑗)] �
� ��� ���

�� ���� ������� �����
 �
��� !� ���� 
�� ������ ����� �����
 �
���� ������� ����� ���������
�

��� ����� �
 ��
�����
�� ��� 𝑝(𝐡|𝐯)� �
 ����� �
�������� �����
 �
��� ��� �
����
��
� ��

����
 �
 �����  �
��� �� ������� ��� �
�������� �����
 �
�� ���������
�� �� ����� ������

�����
 ������ ̂︀𝐡 ���� 𝑝(𝐡|𝐯) ��� ���� ������� ������ 𝐯 �
 ��� ���� ��� 𝑆� ,��
 �� �����


������ ̂︀𝐀 ���� �����
 ������ ���������
� �� ��
����
���
� ��� ������� ̂︀𝐡𝑠, 𝑠 ∈ {1, . . . , |𝑆|}

���� �� ���� ����� |𝑆| �� ��� 
����� �� ������� �
 ��� ���� ����

̂︀𝐀 = [̂︀𝐡1, . . . , ̂︀𝐡|𝑆|]. ���	�

(������� ����� �
 �������� �� ��� ����������� �� �����
 �
���� ����� 𝑕𝑗 �� ���������� �� �

������
�� �� �������
�� �� 𝑕𝑗 �
 ��� 𝑗�� ��� �� ������ ̂︀𝐀�

𝑝(̂︀𝑕𝑗 = +1) =
1

|𝑆|

|𝑆|∑︁

𝑠=1

𝐼̂︀𝐀(𝑗,𝑠)=+1
,

𝑝(̂︀𝑕𝑗 = −1) = 1− 𝑝(̂︀𝑕𝑗 = +1) ��� 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝐻}, ���
�

����� 𝐼{𝑐𝑜𝑛𝑑.} �� �
 �
������� ��
����
 ����� �����
� �	� �� ��
�����
 �� ��������� �
� ���

���������� ����
 ��� ��������� �� 𝐻 �
�������� �����
 �
���� � ������� �� �����
 �
����



������� �� ��������� �
������ �� *������
�����
�� �������
�� ��

���������
� ��
 �� ������� ����� �
 �
������ ��
�����
���� �� ����
� &��������� ���������

 ����
 �
����� �&� �� �� �
 ������� �� ��������� �����
 �
�� �
��������

̂︀𝐇 =
1

𝐻

𝐻∑︁

𝑗=1

ℋ(̂︀𝑕𝑗) = − 1

𝐻

𝐻∑︁

𝑗=1

∑︁

̂︀𝑕𝑗∈±1

𝑝(̂︀𝑕𝑗) log2 𝑝(̂︀𝑕𝑗). �����

&� � ��
 ��
� � ������� ����� �� 	 ���� ����� ���� �
������ �
����� �����������
 �� ���

�����
 �
���� !� ������ ���� �� 
���� ���� &� � �
� �����
 �
����� ��� ��� �������
�

��������� ����� ����� ��� ���� �� �������
� ������
��� �� �����
 �
���� !� ��� �����
 �
���

��� �
����
��
�� ���
 &� � ������������ ��� ���� �����
 �
������

ℋ(𝐡) = 𝐻 · ̂︀𝐇 �� 𝑝(𝐡) =
𝐻∏︁

𝑖=𝑗

𝑝(𝑕𝑗). �����

'
 ��� ����� ��
�� �� �����
 �
��� ��� ����������� ��� &� � ��
 �� ��
�
 �� �
 ����� ���
�

��� ��� ���� �����
 �
������ /� ������� ������� �
����
��
�� ���������
 �
� ����������
���

�� �����
 �
��� �
 ��� 
��� ������
�

��
 ��������
�� ���� &��������� ���������  ����
 �
�����

!
 ����� �� �
����� ��� 
����� �� �����
 �
��� ������� �������
�����
�� �������
��� �� ��
�

������ ��������
�� ���
� ��� %&!+,� �!��*�	� �
� ����� ���� ����� /� ����
�� ��(*�%

������ ���� �������
� 
������ �� �����
 �
��� �
� �������� ��� *����%��
 +����� �����

�*%+�� �
� 
��������� ��������� �����
 �
����� �&� �� ���
�� �
 ���� �����

(������������ �� ���� ��
���� ��
�������� �������
�� ���� ��������� ��������� �
 3	�5

�� ����
 ��(*�% ������� �
 ����� ����� ���������� ��� ��������� �� ��������
� ����

��
������� ��
����


ℒ(𝜽|𝐯) = ln 𝑝(𝐯;𝜽). ���
�

����
 � ����
�
� ���� ��� 𝑆 ���� ����������
� �� ������� ������ 𝐯� ��� ������� ��������� ��

����� ���������� 𝜽 = {𝐖,𝐛𝑣,𝐛𝑕} ��� ���
� ��

𝜽* = argmax
𝜽

1

|𝑆|
∑︁

𝑠∈𝑆
ℒ(𝜽|𝐯𝑠), �����

����� |𝑆| �� ��� 
����� �� ������� �
 ���� ��� 𝑆� !� �� 
�� �������� �� ��
� ������ �������

��� ����� ��������� �
����� � �������� ������
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������ ���� ��� ����� ��������� 𝜃 �� ��� ��������� ��� 𝜽 = {𝐖,𝐛𝑣,𝐛𝑕, } �� ����
 ��

𝜃(𝑡+1) = 𝜃(𝑡) +Δ𝜃(𝑡) �����

����� �
��� 𝑡 �������
�� ��������
 
������ �
� ��� ������
� �� �������� �������
� ���

�������
� �������
�

Δ𝜃(𝑡) = (1− 𝜇)𝜈
1

|𝑆|
∑︁

𝑠∈𝑆

𝜕

𝜕𝜃
ℒ(𝜃|𝐯𝑠)

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝜃(𝑡)

+ 𝜇Δ𝜃(𝑡−1). �����

!
 �������
 �� ��� ���������� ���� ℒ′(𝜃|𝐯𝑠)� ��� ������
�Δ𝜃(𝑡) ��
���
� �����Δ𝜃(𝑡−1) ���� ���

�������� ��������
� ������ �� ����
��� ������ 𝜇 ∈ (0, 1) ����� �����
�� �������� ����������


�
� ���������� ��
�����
���

/� ���� ��� %&!+, ���� ���� ����� ��
���
� ����� ���������� ������ �� ���� 28 × 28

������� ������ �
 �
���
�� ����� �
����� ������� ��� ������ �
 ��� ���� ��� ���� ������ �
�� ���

��
�� �� [0, 1]� � �������
�� ����� ��� ����� �
 ����� ��� ���� ��� �������� �
�� � ����
�
�
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� � ���� ���� ���� 
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� 	���� ������ ������������� ����������� ��� ��
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�� ��������� ��� ��
 ���� ��� �������
� ����������� ����� �����
��� ��

��� ������� �
��� 𝜎2
𝑣 = 6.7 · 10−3� �� ����� 𝑘 = 1� ����
�
� ���� 𝜈 = 10−5 �
� ����
���

𝜇 = 0.5� %���� ������� �
� �����
 ������ ��� �
��������� ��
����� ���� ��� �������

���
����� �� ���	� ,�� ������� ���� �� ��� �� ��� ���
 �� ��� ����� ����� ��
�� �� � ����

����� ��
������
� ����������� �������� �� ��� ��(*�%������ !
 ��� ����

�
� �� ��� �����

����� ��� ����� ���� ��� �� ��������
�� �
�� |𝑆|/|𝑆𝑚| ���	��
� ��
��������� �� ���� |𝑆𝑚| = 20�

�
� ��� ����
�
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 ������� �� ��� ������
� �� ��
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 ��� ���� ���� ���� !
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����� �� ����� �����

������ �� ���� 32×32 ������ ������
�
� �� 	� ������� �������
�� ����������� ����� ����
� �����
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 �
� �������
� ��� ��
� �� �
 ��� %&!+, ����� +���������

��(*�% ������ ���� �������
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������ �� �����
 �
��� ���� ����
��� ,�� ��
������� ����

|𝑆𝑚| ��� ��� �� 
� �
� ��� ����
�
� ���� ��� ��������� �� 5 · 10−6� &����� �� ������ ���

�����
��� �� 
� �
 ������� ����� ���� 	�
� �����
 �
��� ��� � ��������� *����%��
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 ������ ���� �����
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 ����� ������ ��� ���� �����
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����� �
 %&!+,� !
 ������ ���� ���� �� ��� ����
�� ������� ��������� �����
� �� 𝐖� ���

����
� ,���� �� 
� ���������� ��������� �
 ��� ������� ����
���

,�� ����� ���� ��� ���� ��� ��� ��������
� �� ��� ����
 ����� ���� ���	� !� ��
���
�

���� ���������� ������ �� ����� ����
��
� �� �������
� ������ �� ������� ���
������� �
� ����

��
����� '����
�� ������ �� ���� 128 × 128 ������ ���� ���
������� �� � ���� �� 52 × 52

������ �
� 
��������� �� � [0, 1] ��
��� +��������� ��(*�% ������ ���� �������
� 
������

�� �����
 �
��� ���� ����
��� ,�� ��
������� ���� |𝑆𝑚| ��� ��� �� 	�� �
� ��� ��
���
�

�����
��� �� ��� ������� �
��� ���� ��� �� 9.1188 · 10−4� ,�� ����
�
� ���� ��� ������ ����

��
� �
� �������� �����
 �
��� ��� ��� �� 2 · 10−6 �
� ��������� �� � ����� �� 5 · 10−7 ���
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����� �
� ��� ���
����
� �� ����
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�� ����� �
� ������ �
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� /����� ������ 𝐖 ��� �
��������� �� �


������� ���� ������ �� � ��
��� 
����� �
 ��� ��
�� [−5·10−4,+5·10−4]� �
 ������� �����
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http://courses.media.mit.edu/2002fall/mas622j/proj/faces/rawdata.zip
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 ������ ���� ����� ���
������ ��� ������� �� � ��
����


�� ��� ����� �� �����
 �
��� �� ������� �
��� �𝐻/𝑉 �� &� � ��
�� �� �����
 ��� �������

����� �� [0.88, 0.96] ���
 𝐻/𝑉 �� �
 ��� ��
�� �� [0.25, 1]� ����� ���� ���
�� &� � ������

�� �����
�� ,��� ��� �
������ ����
��
� ���������� �� ��� ������ %��
������ 
���������

*%+� ��������� �� 𝐻/𝑉 �
������� �
� ����� ���� ���
� �� ������� ��� ��
���
� ������

���� +�����
 ��
� �� 

�� ���� �
 ����� �� �����
 ������� �����
 �
������ ������ ����
�

�
�� ��� �������
����� ��
�����
 �� ��� �������� ��� ����� ���� �������
� ���������
� 𝑉 ≥ 𝐻

������ �� ���������� �� � ��
�����
��� 𝐻/𝑉 = 1 �� ��� ���
� ����� ����� �
������
� 
�����

�� �����
 �
��� ���� �
�� �������� �����
 �
������ &��� ���� &� � �� �
 ������������
 ��
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𝐻/𝑉 ������� ����� �� 	� '
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 �
��� ����
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��

���� ��� %&!+, ���� ��� �
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 ��� �
��������������
 �� �����
 �
��� �
�

� ������ *%+� ���
 𝐻/𝑉 < [0.25, 1]� ����� �
������
� ��� 
����� �� �����
 �
��� �����

���� �� �
 ��������� ���
� 𝐻/𝑉 < [0.25, 1]� ����� &� � �����
� ��� ������� ������ !
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 ���� �� 	��� ����������
� ��� ������ �� �����
 �
��� ���� �� ��� ����� ����

𝑕𝑗 = 𝑕𝑘� ���� ���� ��� �����
�� ����������� �
 ��� ����� �� ������� �
��� �� 𝑕𝑗𝐖(:, 𝑗)+𝑕𝑘𝐖(:

, 𝑘) = 𝑕𝑗 [𝐖(:, 𝑗)+𝐖(:, 𝑘)]� %�������� ��� ���������� ���������� �������𝐖(:, 𝑗) �
�𝐖(:, 𝑘)
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�� �������� �� ��� ����� ���� ��� � ����

������ �
 ������
��� �� ��� �����
 �
���� !� �� � ���	��� ��� ������ ���
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𝑝(𝐯|𝐡) = 𝑝(𝐯,𝐡)

𝑝(𝐡)
���	�

=
exp(−𝐸(𝐯,𝐡))∫︀

𝐮 exp(−𝐸(𝐮,𝐡))𝑑𝐮

=
exp

(︁
−
∑︀𝑉

𝑖=1
(𝑣𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+
∑︀𝑉

𝑖=1

∑︀𝐻
𝑗=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 +

∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗𝑏

𝑕
𝑗

)︁

∫︀
𝐮 exp

(︁
−
∑︀𝑉

𝑖=1
(𝑢𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+
∑︀𝑉

𝑖=1

∑︀𝐻
𝑗=1

𝑢𝑖

𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 +

∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗𝑏

𝑕
𝑗

)︁
𝑑𝐮

=
exp

(︁
−
∑︀𝑉

𝑖=1
(𝑣𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+
∑︀𝑉

𝑖=1

∑︀𝐻
𝑗=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

)︁

∫︀
𝐮 exp

(︁
−
∑︀𝑉

𝑖=1
(𝑢𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+
∑︀𝑉

𝑖=1

∑︀𝐻
𝑗=1

𝑢𝑖

𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

)︁
𝑑𝐮

=
exp

(︁
−
∑︀𝑉

𝑖=1

(︁
(𝑣𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

−
∑︀𝐻

𝑗=1
𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

)︁)︁

∫︀
𝐮 exp

(︁
−
∑︀𝑉

𝑖=1

(︁
(𝑢𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

−
∑︀𝐻

𝑗=1
𝑢𝑖

𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

)︁)︁
𝑑𝐮

=

∏︀𝑉
𝑖=1 exp

(︁
− (𝑣𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+
∑︀𝐻

𝑗=1
𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

)︁

∏︀𝑉
𝑖=1

[︁∫︀ 𝑢𝑖=∞
𝑢𝑖=−∞ exp

(︁
− (𝑢𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+
∑︀𝐻

𝑗=1
𝑢𝑖

𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

)︁
𝑑𝑢𝑖

]︁

=
𝑉∏︁

𝑖=1

exp
(︁
− (𝑣𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+
∑︀𝐻

𝑗=1
𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

)︁

∫︀ 𝑢𝑖=∞
𝑢𝑖=−∞ exp

(︁
− (𝑢𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+
∑︀𝐻

𝑗=1
𝑢𝑖

𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

)︁
𝑑𝑢𝑖

,�� ��
���
���� ���� ��
 �� ��������� ���

∫︁ 𝑢𝑖=∞

𝑢𝑖=−∞
exp

⎛
⎝−(𝑢𝑖 − 𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑢𝑖
𝜎2
𝑖

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

⎞
⎠ 𝑑𝑢𝑖 = ���
�

∫︁ 𝑢𝑖=∞

𝑢𝑖=−∞
exp

⎛
⎝− 𝑢2𝑖

2𝜎2
𝑖

+
𝑢𝑖𝑏

𝑣
𝑖

𝜎2
𝑖

− (𝑏𝑣𝑖 )
2

2𝜎2
𝑖

+

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑢𝑖
𝜎2
𝑖

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

⎞
⎠ 𝑑𝑢𝑖 �����
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∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐 𝑑𝑥 =

√︂
𝜋

𝑎
𝑒

𝑏2

4𝑎
+𝑐 �����
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𝑎 =
1

2𝜎2
𝑖

𝑏 =
1

𝜎2
𝑖

⎡
⎣𝑏𝑣𝑖 +

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

⎤
⎦

𝑐 = −(𝑏𝑣𝑖 )
2

2𝜎2
𝑖

���
�

������

∫︁ 𝑢𝑖=∞

𝑢𝑖=−∞
exp

⎛
⎝−(𝑢𝑖 − 𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+
𝐻∑︁

𝑗=1

𝑢𝑖
𝜎2
𝑖

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

⎞
⎠ 𝑑𝑢𝑖 =

=
√︁
2𝜎2

𝑖 𝜋 exp

⎛
⎜⎝

[︁
1
𝜎2
𝑖

[︁
𝑏𝑣𝑖 +

∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 ]

]︁]︁2

4/(2𝜎2
𝑖 )

− (𝑏𝑣𝑖 )
2

2𝜎2
𝑖

⎞
⎟⎠

= 𝜎𝑖
√
2𝜋 exp

⎛
⎜⎝

[︁
𝑏𝑣𝑖 +

∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

]︁2

2𝜎2
𝑖

− (𝑏𝑣𝑖 )
2

2𝜎2
𝑖

⎞
⎟⎠ �����
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𝑝(𝐯|𝐡) =
𝑉∏︁

𝑖=1

exp
(︁
− (𝑣𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+
∑︀𝐻

𝑗=1
𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

)︁

𝜎𝑖
√
2𝜋 exp

(︂
[𝑏𝑣𝑖 +

∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗]

2

2𝜎2
𝑖

− (𝑏𝑣𝑖 )
2

2𝜎2
𝑖

)︂

=
𝑉∏︁

𝑖=1

exp
(︁
− (𝑣𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+
∑︀𝐻

𝑗=1
𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

)︁

𝜎𝑖
√
2𝜋 exp

(︂
1

2𝜎2
𝑖

[︂
(𝑏𝑣𝑖 )

2 + 2𝑏𝑣𝑖
∑︀𝐻

𝑗=1 𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 +
(︁∑︀𝐻

𝑗=1 𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

)︁2
− (𝑏𝑣𝑖 )

2

]︂)︂

=
𝑉∏︁

𝑖=1

1

𝜎𝑖
√
2𝜋

exp

⎛
⎝ 1

2𝜎2
𝑖

⎛
⎝−(𝑣𝑖 − 𝑏𝑣𝑖 )

2 + 2𝑣𝑖

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 − 2𝑏𝑣𝑖

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 −

⎛
⎝

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

⎞
⎠

2⎞
⎠
⎞
⎠

=
𝑉∏︁

𝑖=1

1

𝜎𝑖
√
2𝜋

exp

⎛
⎝ 1

2𝜎2
𝑖

⎛
⎝−𝑣2𝑖 + 2𝑣𝑖𝑏

𝑣
𝑖 − (𝑏𝑣𝑖 )

2 + 2𝑣𝑖

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 − 2𝑏𝑣𝑖

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 −

⎛
⎝

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

⎞
⎠

2⎞
⎠
⎞
⎠

=

𝑉∏︁

𝑖=1

1

𝜎𝑖
√
2𝜋

exp

⎛
⎝ 1

2𝜎2
𝑖

⎛
⎝−𝑣2𝑖 + 2𝑣𝑖

⎡
⎣𝑏𝑣𝑖 +

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

⎤
⎦−

⎡
⎣𝑏𝑣𝑖 +

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

⎤
⎦
2⎞
⎠
⎞
⎠

=
𝑉∏︁

𝑖=1

1

𝜎𝑖
√
2𝜋

exp

⎛
⎜⎝−

(︁
𝑣𝑖 −

[︁
𝑏𝑣𝑖 +

∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

]︁)︁2

2𝜎2
𝑖

⎞
⎟⎠

=
𝑉∏︁

𝑖=1

𝒩

⎛
⎝𝑣𝑖; [𝑏

𝑣
𝑖 +

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 ], 𝜎
2
𝑖

⎞
⎠ =

𝑉∏︁

𝑖=1

𝑝(𝑣𝑖|𝐡)

=
1√︀

(2𝜋)𝑉 det(𝚺)
exp

(︂
−1

2
(𝐯 − (𝐛𝑣 +𝐖𝐡))𝑇𝚺−1(𝐯 − (𝐛𝑣 +𝐖𝐡))

)︂
�����

�����

𝑝(𝑣𝑖|𝐡) = 𝒩

⎛
⎝𝑣𝑖; [𝑏

𝑣
𝑖 +

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 ], 𝜎
2
𝑖

⎞
⎠ �����
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𝑝(𝐡|𝐯) = 𝑝(𝐯,𝐡)

𝑝(𝐯)
=

exp(−𝐸(𝐯,𝐡))∑︀
𝐠 exp(−𝐸(𝐯,𝐠))

�����

=
exp

(︁
−
∑︀𝑉

𝑖=1
(𝑣𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+
∑︀𝑉

𝑖=1

∑︀𝐻
𝑗=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 +

∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗𝑏

𝑕
𝑗

)︁

∑︀
𝐠 exp

(︁
−
∑︀𝑉

𝑖=1
(𝑣𝑖−𝑏𝑣𝑖 )

2

2𝜎2
𝑖

+
∑︀𝑉

𝑖=1

∑︀𝐻
𝑗=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑔𝑗𝑤𝑖𝑗 +

∑︀𝐻
𝑗=1 𝑔𝑗𝑏

𝑕
𝑗

)︁

=
exp

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

∑︀𝐻
𝑗=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 +

∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗𝑏

𝑕
𝑗

)︁

∑︀
𝐠 exp

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

∑︀𝐻
𝑗=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑔𝑗𝑤𝑖𝑗 +

∑︀𝐻
𝑗=1 𝑔𝑗𝑏

𝑕
𝑗

)︁

=
exp

(︁∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁

∑︀
𝐠 exp

(︁∑︀𝐻
𝑗=1 𝑔𝑗

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁

=

∏︀𝐻
𝑗=1 exp

(︁
𝑕𝑗

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁

∑︀
𝐠

∏︀𝐻
𝑗=1 exp

(︁
𝑔𝑗

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁

𝑝(𝐡|𝐯) =

∏︀𝐻
𝑗=1 exp

(︁
𝑕𝑗

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁

∑︀
𝑔1∈±1 · · ·

∑︀
𝑔𝐻∈±1 exp

(︁
𝑔1

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖,1 + 𝑏𝑕1

)︁)︁
. . . exp

(︁
𝑔𝐻

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖,𝐻 + 𝑏𝑕𝐻

)︁)︁

=

∏︀𝐻
𝑗=1 exp

(︁
𝑕𝑗

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁

∏︀𝐻
𝑗=1

[︁∑︀
𝑔𝑗∈±1 exp

(︁
𝑔𝑗

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁]︁

=
𝐻∏︁

𝑗=1

exp
(︁
𝑕𝑗

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁

∑︀
𝑔𝑗∈±1 exp

(︁
𝑔𝑗

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁ ���	��

=
𝐻∏︁

𝑗=1

exp
(︁
𝑕𝑗

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁

exp
(︁
−
(︁∑︀𝑉

𝑖=1
𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁
+ exp

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁

=
𝐻∏︁

𝑗=1

exp
(︁
𝑕𝑗

(︁∑︀𝑉
𝑖=1

𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁

2 cosh
(︁∑︀𝑉

𝑖=1
𝑣𝑖
𝜎2
𝑖
𝑤𝑖𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︁ =
𝐻∏︁

𝑗=1

𝑝(𝑕𝑗 |𝐯).

!� ������� ����

𝑝(𝑕𝑗 |𝐯) = ����
(︁
2𝑕𝑗

(︁
𝐯𝑇𝚺−1𝐖(:, 𝑗) + 𝑏𝑕𝑗

)︁)︁
. ���		�
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𝑝(𝐡) =

∫︁

𝐯
𝑝(𝐯,𝐡)𝑑𝐯 =

∫︀
𝐯 exp(−𝐸(𝐯,𝐡))𝑑𝐯∫︀

𝐮

∑︀
𝐠 exp(−𝐸(𝐮,𝐠))𝑑𝐮

=
1

𝑍

∫︁

𝐯
exp(−𝐸(𝐯,𝐡))𝑑𝐯

=
exp

(︁∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗𝑏

𝑕
𝑗

)︁

𝑍

𝑉∏︁

𝑖=1

𝜎𝑖
√
2𝜋 exp

(︃
[𝑏𝑣𝑖 +

∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 ]

2

2𝜎2
𝑖

− (𝑏𝑣𝑖 )
2

2𝜎2
𝑖

)︃

=
exp

(︁∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗𝑏

𝑕
𝑗

)︁
(2𝜋)𝑉/2

𝑍

𝑉∏︁

𝑖=1

𝜎𝑖 exp

⎛
⎝ 1

2𝜎2
𝑖

⎡
⎣(𝑏𝑣𝑖 )2 + 2𝑏𝑣𝑖

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 +

⎛
⎝

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

⎞
⎠

2

− (𝑏𝑣𝑖 )
2

⎤
⎦
⎞
⎠

=
exp

(︁∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗𝑏

𝑕
𝑗

)︁
(2𝜋)𝑉/2

𝑍

𝑉∏︁

𝑖=1

𝜎𝑖 exp

⎛
⎝ 1

2𝜎2
𝑖

⎡
⎣2𝑏𝑣𝑖

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗 +

⎛
⎝

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

⎞
⎠

2⎤
⎦
⎞
⎠

=
exp

(︁∑︀𝐻
𝑗=1 𝑕𝑗𝑏

𝑕
𝑗

)︁
(2𝜋)𝑉/2

∏︀𝑉
𝑖=1 𝜎𝑖

𝑍
exp

⎛
⎝

𝑉∑︁

𝑖=1

1

2𝜎2
𝑖

⎡
⎣2𝑏𝑣𝑖 +

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

⎤
⎦

𝐻∑︁

𝑗=1

𝑕𝑗𝑤𝑖𝑗

⎞
⎠

=
(2𝜋)𝑉/2

√︀
det(𝚺) exp

(︀
𝐛𝑇
𝑕𝐡
)︀

𝑍
exp

(︂
1

2
(2𝐛𝑣 +𝐖𝐡)𝑇𝚺−1𝐖𝐡

)︂

=

√︀
(2𝜋)𝑉 det(𝚺)

𝑍
exp

(︂
𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖𝐡+
1

2
𝐡𝑇𝐖𝑇𝚺−1𝐖𝐡+ 𝐛𝑇

𝑕𝐡

)︂
���	
�

�������
� 
��������
� ��
���
� 𝑍�

𝑍 =
∑︁

𝐡

∫︁

𝐯
exp(−𝐸(𝐯,𝐡))𝑑𝐯

=
√︁
(2𝜋)𝑉 det(𝚺)

∑︁

𝐡

exp

(︂
1

2
(2𝐛𝑣 +𝐖𝐡)𝑇𝚺−1𝐖𝐡+ 𝐛𝑇

𝑕𝐡

)︂
���	��

+������������
 �� ���
√︀
(2𝜋)𝑉 det(𝚺) ���� ������

𝑝(𝐡) =
exp

(︀
𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖𝐡+ 1
2𝐡

𝑇𝐖𝑇𝚺−1𝐖𝐡+ 𝐛𝑇
𝑕𝐡
)︀

∑︀
𝐠 exp

(︀
𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖𝐠 + 1
2𝐠

𝑇𝐖𝑇𝚺−1𝐖𝐠 + 𝐛𝑇
𝑕𝐠
)︀ . ���	��
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$�� �� ���
��� ����� ���������� �
� ��� ������ 𝐡 �� �������� �����
 �
�� 𝑕𝑗 ���� ��� ����

�� ��� �����
 �
����

𝐖 =
[︁
𝐖(:,1:𝑗−1) 𝐖(:,𝑗) 𝐖(:,𝑗+1:𝐻)

]︁
=
[︁
𝐖𝑃 𝐖(:,𝑗) 𝐖𝑁

]︁
�
�

𝐡 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡(1:𝑗−1)

𝑕𝑗

𝐡(𝑗+1:𝐻)

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡𝑃

𝑕𝑗

𝐡𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦ , 𝐛𝑕 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐛𝑕,(1:𝑗−1)

𝑏𝑕𝑗

𝐛𝑕,(𝑗+1:𝐻)

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐛𝑕,𝑃

𝑏𝑕𝑗

𝐛𝑕,𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦ . ���	
�

&�� ������ ��� �
���� ���� 𝐴(𝐡) ����
�� �
 𝑝(𝐡)�

𝐴(𝐡) = 𝐴(𝑕𝑗 ,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) = 𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖𝐡+
1

2
𝐡𝑇𝐖𝑇𝚺−1𝐖𝐡+ 𝐛𝑇

𝑕𝐡. ���	��

!� �� ��������� �� ������ ���� 𝐴(−1,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) �� ����� �� 𝐴(+1,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) ��
�� ���� ��
����

������
� [𝐡𝑃 ,−1,𝐡𝑁 ] �
� [𝐡𝑃 ,+1,𝐡𝑁 ] ��� ������������ �
� ��� ����� ��
���������
� ����

����������� ����� �� ����� ,��
 ��� ����� ���� �� 𝐴(𝐡) �� ����� ���

𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖𝐡 = 𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖𝑃𝐡𝑃 + 𝑕𝑗𝐛
𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖(:,𝑗) + 𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖𝑁𝐡𝑁 . ���	��

+��������� ��� ����
� ���� �� 𝐴(𝐡) ��
 �� ��������� ���

𝐡𝑇𝐖𝑇𝚺−1𝐖𝐡 = 2𝑕𝑗𝐖
𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1(𝐖𝑃𝐡𝑃 +𝐖𝑁𝐡𝑁 ) + (𝑕𝑗)
2𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1𝐖(:,𝑗)+

+ 𝐡𝑇
𝑃𝐖

𝑇
𝑃𝚺

−1𝐖𝑃𝐡𝑃 + 𝐡𝑇
𝑁𝐖𝑇

𝑁𝚺−1𝐖𝑁𝐡𝑁 + 2𝐡𝑇
𝑃𝐖

𝑇
𝑃𝚺

−1𝐖𝑁𝐡𝑁 . ���	��

&��� ���� (𝑕𝑗)2 �� ������ ����� �� 	� �
���������� ��� ����� ���� �� 𝐴(𝐡) �� ����� ���

𝐛𝑇
𝑕𝐡 = 𝐛𝑇

𝑕,𝑃𝐡𝑃 + 𝑕𝑗𝑏
𝑕
𝑗 + 𝐛𝑇

𝑕,𝑁𝐡𝑁 . ���	��

,� ���������� ��� �
���� ���� ��� � ���� ���

𝐴(𝑕𝑗 ,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) = 𝑕𝑗

(︁
𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖(:,𝑗) +𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1(𝐖𝑃𝐡𝑃 +𝐖𝑁𝐡𝑁 ) + 𝑏𝑕𝑗

)︁

+ 𝐶(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 )

= 𝑕𝑗

(︁
𝑏𝑕𝑗 +𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1(𝐛𝑣 +𝐖𝑃𝐡𝑃 +𝐖𝑁𝐡𝑁 )

)︁
+ 𝐶(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 )

= 𝑕𝑗

(︁
𝑏𝑕𝑗 +𝐵(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 )

)︁
+ 𝐶(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) ���
��



����
��� �� ��

����� 𝐵(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) �
� 𝐶(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) ��� ����� �
����
��
� �� 𝑕𝑗 �

𝐵(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) = 𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1(𝐛𝑣 +𝐖𝑃𝐡𝑃 +𝐖𝑁𝐡𝑁 ) ���
	�

�
�

𝐶(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) = 𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1(𝐖𝑃𝐡𝑃 +𝐖𝑁𝐡𝑁 ) + 𝐛𝑇
𝑕,𝑃𝐡𝑃 + 𝐛𝑇

𝑕,𝑁𝐡𝑁+ ���

�

+
1

2

(︁
𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1𝐖(:,𝑗) + 𝐡𝑇

𝑃𝐖
𝑇
𝑃𝚺

−1𝐖𝑃𝐡𝑃+

+𝐡𝑇
𝑁𝐖𝑇

𝑁𝚺−1𝐖𝑁𝐡𝑁 + 2𝐡𝑇
𝑃𝐖

𝑇
𝑃𝚺

−1𝐖𝑁𝐡𝑁

)︀
���
��

=
(︀
𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖 + 𝐛𝑇
𝑕

)︀

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡𝑃

0

𝐡𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦+

1

2
𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1𝐖(:,𝑗)+ ���
��

+
1

2

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡𝑃

0

𝐡𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦

𝑇

𝐖𝑇𝚺−1𝐖

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡𝑃

0

𝐡𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦ . ���

�

,�� ����� �� 𝑏𝑕𝑗 ����� ��������� ��� �������
� ��
�����


𝐴(−1,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) = 𝐴(+1,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) ���
��

��
 �� ���
� �� �����
� ��� �������
�

+
(︁
𝑏𝑕𝑗 +𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1(𝐛𝑣 +𝐖𝑃𝐡𝑃 +𝐖𝑁𝐡𝑁 )

)︁
+ 𝐶 =

−
(︁
𝑏𝑕𝑗 +𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1(𝐛𝑣 +𝐖𝑃𝐡𝑃 +𝐖𝑁𝐡𝑁 )

)︁
+ 𝐶. ���
��

,�� �������
 ���

𝑏𝑕𝑗 = −𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1(𝐛𝑣 +𝐖𝑃𝐡𝑃 +𝐖𝑁𝐡𝑁 ) = −𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1

⎛
⎜⎜⎜⎝𝐛𝑣 +𝐖

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡(1:𝑗−1)

0

𝐡(𝑗+1:𝐻)

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎠ . ���
��

&�� ��� �� ��
� ��
�����
�� ��� 𝐛𝑕,𝑃 �
� 𝐛𝑕,𝑁 � *����� ���� 𝑝(𝐡) �� ����
�� ���

𝑝(𝐡) =
exp(𝐴(𝐡))∑︀
𝐠 exp(𝐴(𝐠))

���
��

(�����
� ��� �����
�� ����� �� 𝑏𝑕𝑗 ����
 �
 ���
�� �
�� ���
�� �������

𝑝(𝐡𝑃 , 𝑕𝑗 = +1,𝐡𝑁 ) = 𝑝(𝐡𝑃 , 𝑕𝑗 = −1,𝐡𝑁 )

=
exp (𝐶(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ))

2 exp (𝐶(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 )) +
∖𝐡𝑃 ,𝐡𝑁∑︀
∀𝐠𝑃 ,𝐠𝑁

∑︀
𝑔𝑗=±1

exp(𝑔𝑗(𝑏𝑕𝑗 +𝐵(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 ))) exp(𝐶(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 ))

������



����
��� �� ��

������
� ���� 
�������� �
� ��
���
���� �� exp (𝐶(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 )) ���������

𝑝(𝐡𝑃 , 𝑕𝑗 = +1,𝐡𝑁 ) = 𝑝(𝐡𝑃 , 𝑕𝑗 = −1,𝐡𝑁 )

=
1

2 +
∖𝐡𝑃 ,𝐡𝑁∑︀
∀𝐠𝑃 ,𝐠𝑁

∑︀
𝑔𝑗=±1

exp(𝑔𝑗(𝑏𝑕𝑗 +𝐵(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 ))) exp(𝐶(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 )− 𝐶(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ))

=
1

2 + 𝐹 (𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 )
����	�

����� 𝐹 (𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) �� ����
�� ���

𝐹 (𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) =

∖𝐡𝑃 ,𝐡𝑁∑︁

∀𝐠𝑃 ,𝐠𝑁

𝐷(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 ) exp(𝐸(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 )) ����
�

����� 𝐷(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 ) �
� 𝐸(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 ) ��� ����
�� ���

𝐷(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 ) =
∑︁

𝑔𝑗=±1

exp(𝑔𝑗(𝑏
𝑕
𝑗 +𝐵(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 )))

=
2
[︁
exp(𝑏𝑕𝑗 +𝐵(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 )) + exp(−(𝑏𝑕𝑗 +𝐵(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 )))

]︁

2

= 2 cosh(𝑏𝑕𝑗 +𝐵(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 ))

= 2 cosh

⎛
⎜⎜⎜⎝𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1𝐖

⎛
⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐠𝑃

0

𝐠𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦−

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡𝑃

0

𝐡𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎞
⎟⎟⎟⎠

= 2 cosh

⎛
⎜⎜⎜⎝𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1𝐖

⎛
⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐠(1:𝑗−1)

0

𝐠(𝑗+1:𝐻)

⎤
⎥⎥⎥⎦−

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡(1:𝑗−1)

0

𝐡(𝑗+1:𝐻)

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎞
⎟⎟⎟⎠ ������



����
��� �� ��

𝐸(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 ) = 𝐶(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 )− 𝐶(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) ������

= 𝐛𝑇
𝑕

⎛
⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐠𝑃

0

𝐠𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦−

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡𝑃

0

𝐡𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎠+ 𝐛𝑇

𝑣 𝚺
−1𝐖

⎛
⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐠𝑃

0

𝐠𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦−

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡𝑃

0

𝐡𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎠+

+
1

2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐠𝑃

0

𝐠𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦

𝑇

𝐖𝑇𝚺−1𝐖

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐠𝑃

0

𝐠𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦−

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡𝑃

0

𝐡𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦

𝑇

𝐖𝑇𝚺−1𝐖

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡𝑃

0

𝐡𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

= (𝐛𝑇
𝑕 + 𝐛𝑇

𝑣 𝚺
−1𝐖)

⎛
⎜⎜⎜⎝

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐠(1:𝑗−1)

0

𝐠(𝑗+1:𝐻)

⎤
⎥⎥⎥⎦−

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡(1:𝑗−1)

0

𝐡(𝑗+1:𝐻)

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎠+

+
1

2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦
𝚺−1/2𝐖

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐠(1:𝑗−1)

0

𝐠(𝑗+1:𝐻)

⎤
⎥⎥⎥⎦

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

2

2

−

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦
𝚺−1/2𝐖

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡(1:𝑗−1)

0

𝐡(𝑗+1:𝐻)

⎤
⎥⎥⎥⎦

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

2

2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

��� �����
 �
����� �� �� �
� ���� 𝐹 (𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) ������ �� � ���� ����� 
����� ����� ��

�����

𝑝(𝑕𝑗 = +1,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) =
1

2 + 𝐹 (𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 )
≈ 1

2
, �� ����
�

𝐹 (𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) �� ����� �� ����� ������

��������� ���������
� ����� ���� ���� ��
�����
� ��
 �� ��������� �� �����
� ����� ���
�

��� 𝐹 (𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) �� 	�

𝐹 (𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) < 1. ������

,��� ����� ���
� ��������
�� �� log2(3) ���� �� �����
 �
����� ������

����	 ��
�����
�� �
 ��� *����
�
�  ����
 ���� ��� %����� /��� 𝐻 = 2

��
����� � ������ ����� ���� ��� �����
 �
��� �𝐻 = 2�� ����� ��� �
����� �� [𝐡𝑃 , 𝑕𝑗 ,𝐡𝑁 ]𝑇 ≡

[𝑕𝑗 , 𝑕𝑎]
𝑇 � ,�� ����� ��
�����
 ����
 �
 ���
�� ������� ���

𝑏𝑕𝑗 = −𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
. ������



����
��� �� 
�

!
 ���� ���� 𝐹 (𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) ������� ���

𝐹 (𝑕𝑎) =

∖𝑕𝑎∑︁

∀𝑔𝑎

𝐷(𝑔𝑎) exp(𝐸(𝑔𝑎)), ������

�����

𝐷(𝑔𝑎) = 2 cosh
(︁
(𝑔𝑎 − 𝑕𝑎)𝐖

𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1𝐖(:,𝑎)

)︁
������

𝐸(𝑔𝑎) = 𝑏𝑕𝑎(𝑔𝑎 − 𝑕𝑎) + (𝑔2𝑎 − 𝑕2𝑎)𝐖
𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑎) + (𝑔𝑎 − 𝑕𝑎)𝐛
𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖(:,𝑎)

= (𝑔𝑎 − 𝑕𝑎)
(︁
𝑏𝑕𝑎 + 𝐛𝑇

𝑣 𝚺
−1𝐖(:,𝑎)

)︁
, ��
�� (𝑔2𝑎 − 𝑕2𝑎) = 0.

,�� ��������
 ������ �� 𝐹 (𝑕𝑎) ���� �
�� �
� �����
� ���� ��������
��
� �� 𝑔𝑎 = −𝑕𝑎�

𝐹 (𝑕𝑎) = 𝐷(−𝑕𝑎) exp(𝐸(−𝑕𝑎))

= 2 cosh
(︁
−2𝑕𝑎𝐖

𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1𝐖(:,𝑎)

)︁
exp

(︁
−2𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑎 + 𝐛𝑇

𝑣 𝚺
−1𝐖(:,𝑎)

)︁)︁

=
∑︁

𝑔𝑗=±1

exp
(︁
−2𝑕𝑎

[︁
𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑔𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀]︁)︁
. ����	�

��� �����
 �
����� �� �� 	 ��� ���� ������ ��
���������
� (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎) �
� (−𝑕𝑗 , 𝑕𝑎)�� 𝐹 (𝑕𝑎)

������ �� ������� ���
 	� !
 �������� ��
�����
� 
����� �� �����
 �
����� �����
 �
�����

��� ������ ������

𝑏𝑕𝑗 = −𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
,

𝑏𝑕𝑎
𝑕𝑎=+1
≷

𝑕𝑎=−1
−𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀
, �����

𝑕𝑗 = −��

(︁
𝑕𝑎𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
. ����
�

!� ������ �� 
���� ���� ����� �𝑕𝑎 = −1� �� ����� �𝑕𝑎 = +1� ���
� ��� 𝑏𝑕𝑎 �� �������� �

����� ��
�����
 ������ �
 ���
�� ��� �
����� �����
 �
����� �����
 �� 𝑎�� �����
 ���� ����� !


����� ������ �����
�

𝑏𝑕𝑎 = −𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀
������

������

𝐹 (𝑕𝑎) = 1 + exp
(︁
+4𝑕𝑎𝑕𝑗𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
. ������



����
��� �� 
	

��� 𝐹 (𝑕𝑎) �� �� ����� �� 	� ��� ����
�
���� ���� ������ �� � ���� ����� 
������ ,��� ��

�������� �
�� ��

𝑕𝑎𝑕𝑗𝐖
𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗) < 0 ����
�

����� ����� � �������
�

𝑕𝑗 = −��

(︁
𝑕𝑎𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
. ������

!
���������
 �� �
����� �����
 �
����� �����
� �
 𝑎�� �
� 𝑗�� �����
 ���� ����� �� � ���
�

����� �����
 �
����� �� log2(3) ���� �� ���������

𝑏𝑕𝑗 = −𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
,

𝑏𝑕𝑎 = −𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀
, �����

𝑕𝑗 = −��

(︁
𝑕𝑎𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
. ������

��
���������
� (−𝑕𝑗 , 𝑕𝑎)� (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎) �
� (𝑕𝑗 ,−𝑕𝑎) ��� ������ ����� 𝑕𝑗 �� ����
�� �
 �������

����
 ��
�����
�� �
 ��� *����
�
�  ����
 ������ ��� %����� /��� 𝐻 = 3

+��������� �����
 ������ �
 � ����� ���� ����� �����
 �
��� �𝐻 = 3� ��
 �� �
����� ��

[𝐡𝑃 , 𝑕𝑗 ,𝐡𝑁 ]𝑇 ≡ [𝑕𝑎, 𝑕𝑗 , 𝑕𝑏]
𝑇 � ��� ����� �����
 �
��� ��� �������
 �� ���� ������� ��� ��

�����
������� 
����� �� ��� �������� ,�� ����� ��
�����
 �
 𝑏𝑕𝑗 �� ����
 �
 ���
���

𝑏𝑕𝑗 = −𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀
. ������

!
 ���� ����

𝐹 (𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) =

∖𝐡𝑃 ,𝐡𝑁∑︁

∀𝐠𝑃 ,𝐠𝑁

𝐷(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 ) exp(𝐸(𝐠𝑃 ,𝐠𝑁 ))

������� ��

𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) =

∖𝑕𝑎,𝑕𝑏∑︁

∀𝑔𝑎,𝑔𝑏

𝐷(𝑔𝑎, 𝑔𝑏) exp(𝐸(𝑔𝑎, 𝑔𝑏)) ������

�����

𝐷(𝑔𝑎, 𝑔𝑏) = 2 cosh
(︁
𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1
(︀
(𝑔𝑎 − 𝑕𝑎)𝐖(:,𝑎) + (𝑔𝑏 − 𝑕𝑏)𝐖(:,𝑏)

)︀)︁
���
��

𝐸(𝑔𝑎, 𝑔𝑏) = 𝑏𝑕𝑎(𝑔𝑎 − 𝑕𝑎) + 𝑏𝑕𝑏 (𝑔𝑏 − 𝑕𝑏) + (𝑔𝑎𝑔𝑏 − 𝑕𝑎𝑕𝑏)𝐖
𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑏)+

+ 𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1
(︀
(𝑔𝑎 − 𝑕𝑎)𝐖(:,𝑎) + (𝑔𝑏 − 𝑕𝑏)𝐖(:,𝑏)

)︀
���
	�



����
��� �� 



�
�

𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) =
∑︁

⎡⎢⎢⎣𝑔𝑎
𝑔𝑏

⎤⎥⎥⎦=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎡⎢⎢⎣−𝑕𝑎

𝑕𝑏

⎤⎥⎥⎦,
⎡⎢⎢⎣ 𝑕𝑎

−𝑕𝑏

⎤⎥⎥⎦,
⎡⎢⎢⎣−𝑕𝑎

−𝑕𝑏

⎤⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

2 cosh
(︁
𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1
(︀
(𝑔𝑎 − 𝑕𝑎)𝐖(:,𝑎) + (𝑔𝑏 − 𝑕𝑏)𝐖(:,𝑏)

)︀)︁
×

× exp
(︁(︁(︁

𝑏𝑕𝑎 + 𝐛𝑣𝚺
−1𝐖(:,𝑎)

)︁
(𝑔𝑎 − 𝑕𝑎) +

(︁
𝑏𝑕𝑏 + 𝐛𝑣𝚺

−1𝐖(:,𝑏)

)︁
(𝑔𝑏 − 𝑕𝑏)

)︁
+ (𝑔𝑎𝑔𝑏 − 𝑕𝑎𝑕𝑏)𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑏)

)︁

= 2 cosh
(︁
−2𝑕𝑎𝐖

𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1𝐖(:,𝑎)

)︁
exp

(︁
−2𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁)︁
+

+ 2 cosh
(︁
−2𝑕𝑏𝐖

𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1𝐖(:,𝑏)

)︁
exp

(︁
−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁)︁
+

+ 2 cosh
(︁
−2𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1
(︀
𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁
exp

⎛
⎝−2[𝑕𝑎 𝑕𝑏]

⎡
⎣𝑏

𝑕
𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1𝐛𝑣

𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1𝐛𝑣

⎤
⎦
⎞
⎠

=
∑︁

𝑔𝑗=±1

exp
(︁
−2𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑔𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁)︁
+

+
∑︁

𝑔𝑗=±1

exp
(︁
−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑔𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁)︁
+

+
∑︁

𝑔𝑗=±1

exp
(︁
−2𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑔𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀)︁
−

−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑔𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀)︁)︁
���

�

log2(3)����  ����
 �
����� *����
�

&�� ��� ���� �� �� ��
� � ����� �� 𝑏𝑕𝑎 ����� ��
�� �����
 �
����� ����� �� log2(3) ����� ,���

�� �������� �
�� �� 𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �� ����� �� 	� +����
�

𝑏𝑕𝑎 = −𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀
���
��

������

𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) = 1 + exp
(︁
+4𝑕𝑎𝑕𝑗𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
+

+ exp
(︁
−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁)︁
+

+ exp
(︁
−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁)︁
+

+ exp
(︁
+2𝑕𝑎𝑕𝑏𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑏) −

−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀)︁)︁

+ exp
(︁
+2𝑕𝑎𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1
(︀
2𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀
−

−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀)︁)︁
���
��



����
��� �� 
�

*�������
� ��� ����� ������� �
�

𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) = 1 + exp
(︁
+4𝑕𝑎𝑕𝑗𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
+ ���

�

+ exp
(︁
−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁)︁
+

+ exp
(︁
−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁)︁
+

+ exp
(︁
−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁)︁
+

+ exp
(︁
−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
−

−2
𝑕𝑎𝑕𝑗
𝑕𝑏

𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︂)︂
.

��� 𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �� �� ����� �� 	� ��� ����
�
���� ����� ������ �� ���� ����� �� ����� ,��� ��


�� �������� ��

𝑕𝑗 = −��

(︁
𝑕𝑎𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
, ���
��

�
� 𝑏𝑕𝑏 �� ��� �� ��� �������
� ������ ����
��
� �
 𝑕𝑏�

𝑏𝑕𝑏 < min(ℬ𝑕) �� 𝑕𝑏 = −1,

𝑏𝑕𝑏 > max(ℬ𝑕) �� 𝑕𝑏 = +1, ���
��

�����

ℬ𝑕 =

{︂
−𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
,

−𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
, ���
��

−𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
,

−𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
+ 2

𝑕𝑎𝑕𝑗
𝑕𝑏

𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

}︂
.

��
���������
� (−𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏)� (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �
� (𝑕𝑗 ,−𝑕𝑎, 𝑕𝑏) ��� ������ ����� 𝑕𝑗 �� ����
�� �


���
���

+��������� ��� ��� ����
� ���� �
 ���

�� ��� ���� �� �� ��
� � ����� �� 𝑏𝑕𝑏 ����� ��
��

�����
 �
����� ����� �� log2(3) ����� ,��� �� �������� �
�� �� 𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �� ����� �� 	� +����
�

𝑏𝑕𝑏 = −𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
���
��



����
��� �� 
�

������

𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) = exp
(︁
−2𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁)︁
+

+ exp
(︁
−2𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁)︁
+

+ 1 + exp
(︁
+4𝑕𝑏𝑕𝑗𝐖

𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
+

+ exp
(︁
−2𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀)︁
+

+2𝑕𝑎𝑕𝑏𝐖
𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑏)

)︁

+ exp
(︁
−2𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀)︁
+

+2𝑕𝑏𝐖
𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︀
2𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁
������

*�������
� ��� ����� ������� �
�

𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) = 1 + exp
(︁
+4𝑕𝑏𝑕𝑗𝐖

𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
+

+ exp
(︁
−2𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁)︁
+

+ exp
(︁
−2𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁)︁
+

+ exp
(︁
−2𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) − 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁)︁
+

+ exp
(︁
−2𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) − 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀
−

−2
𝑕𝑏𝑕𝑗
𝑕𝑎

𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︂)︂
����	�

��� 𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �� �� ����� �� 	� ��� ����
�
���� ����� ������ �� ���� ����� �� ����� ,��� ��


�� �������� ��

𝑕𝑗 = −��

(︁
𝑕𝑏𝐖

𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
, ����
�

�
� 𝑏𝑕𝑎 �� ��� �� ��� �������
� ������ ����
��
� �
 𝑕𝑎�

𝑏𝑕𝑎 < min(𝒜𝑕) �� 𝑕𝑎 = −1,

𝑏𝑕𝑎 > max(𝒜𝑕) �� 𝑕𝑎 = +1, ������



����
��� �� 



�����

𝒜𝑕 =

{︂
−𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀
,

−𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀
, ������

−𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) − 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀
,

−𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) − 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀
+ 2

𝑕𝑏𝑕𝑗
𝑕𝑎

𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

}︂
.

��
���������
� (−𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏)� (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �
� (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎,−𝑕𝑏) ��� ������ ����� 𝑕𝑗 �� ����
�� �


����
��

+��������� ��� ��� ���� ���� �
 ���

�� ��� ���� �� �� ��
� ������ �� 𝑏𝑕𝑎 �
� 𝑏𝑕𝑏 ����� ��
�

�����
 �
����� ����� �� log2(3) ����� ,��� �� �������� �
�� �� 𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �� ����� �� 	� ������
�

��� ���� ���� �� ����

− 2𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀)︁
−

− 2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀)︁
= 0 ����
�

�� ��������
� ���

𝑕𝑎𝑏
𝑕
𝑎 + 𝑕𝑏𝑏

𝑕
𝑏 +

(︀
𝑕𝑏𝐖(:,𝑏) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀𝑇
𝚺−1

(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀
= 0

𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀
= −𝑕𝑏

𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀)︁

𝑏𝑕𝑎 = −𝑕𝑏
𝑕𝑎

𝑏𝑕𝑏 −
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀𝑇
𝚺−1

(︂
𝑕𝑏
𝑕𝑎

𝐖(:,𝑏) +𝐖(:,𝑎)

)︂
. ������

,��� �� �������� ��� ������ ��� 𝑕𝑃 = 𝑕𝑎 �
� 𝑕𝑁 = 𝑕𝑏� !� ��������� � ���
� ����� ���������

��
���������
� (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �
� (𝑕𝑗 ,−𝑕𝑎,−𝑕𝑏)� (�����
� �����
�� 𝑏𝑕𝑎 ����� �
�� ���

� �������

𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) = exp
(︁
+2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁)︁
+

+ exp
(︁
+2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
+

+2
𝑕𝑎𝑕𝑗
𝑕𝑏

𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︂)︂
+

+ exp
(︁
−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁)︁
+

+ exp
(︁
−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁)︁
+

+ 1 + exp
(︁
+4𝑕𝑗𝐖

𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1
(︀
𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁
. ������



����
��� �� 
�

��� 𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �� �� ����� �� 	� ��� ����
�
���� ����� ������ �� ���� ����� �� ����� ,��� ��


�� �������� ��

𝑕𝑗 = −��

(︁
𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1
(︀
𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁
, ������

�
� 𝑏𝑕𝑏 �� ��� �� ��� �������
� ������ ����
��
� �
 𝑕𝑏�

max(ℬ𝑛
𝑕) < 𝑏𝑕𝑏 < min(ℬ𝑝

𝑕) �� 𝑕𝑏 = +1,

max(ℬ𝑝
𝑕) < 𝑏𝑕𝑏 < min(ℬ𝑛

𝑕) �� 𝑕𝑏 = −1, ������

�����

ℬ𝑝
𝑕 =

{︂
−𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
,

−𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
− 2

𝑕𝑎𝑕𝑗
𝑕𝑏

𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

}︂
.

�� � ��� �� ������ ��������
��
� �� ��� ����� ��� ����� �� ������ �
�

ℬ𝑛
𝑕 =

{︂
−𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
,

−𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀}︁
.

�� � ��� �� ������ ��������
��
� �� ��� ����� �
� ������ ���� �� ������� ��
���������
�

(−𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏)� (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �
� (𝑕𝑗 ,−𝑕𝑎,−𝑕𝑏) ��� ������ ����� 𝑕𝑗 �� ����
�� �
 �������

log2(2)����  ����
 �
����� *����
�

��� �����
 �
����� �� �� 	 ��� ���� ������ ��
���������
� (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �
� (−𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏)��

𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) ������ �� � ���� ����� 
����� ����� �� �����  ������� ��� ����� ���
� ���

𝐹 (𝑕𝑎, 𝑕𝑏) ��
 �� ��� �� 	� !
 �������� ��
�����
� 
����� �� �����
 �
����� �����
 �
�����

��� ������ ������

𝑏𝑕𝑎
𝑕𝑎=+1
≷

𝑕𝑎=−1
−𝐖𝑇

(:,𝑎)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀

����� 𝑕𝑎𝑗 = −��

(︁
𝑕𝑎𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
,

𝑏𝑕𝑏
𝑕𝑏=+1

≷
𝑕𝑏=−1

−𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︁
𝐛𝑣 + 𝑕𝑏𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︁

����� 𝑕𝑏𝑗 = −��

(︁
𝑕𝑏𝐖

𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1𝐖(:,𝑗)

)︁
,

𝑕𝑎𝑏
𝑕
𝑎 + 𝑕𝑏𝑏

𝑕
𝑏 > −

(︀
𝑕𝑏𝐖(:,𝑏) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀𝑇
𝚺−1

(︁
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝑏𝑗 𝐖(:,𝑗)

)︁

����� 𝑕𝑎𝑏𝑗 = −��

(︁
𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1
(︀
𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁
. ������



����
��� �� 
�

��
 '
�����  ����
 �
����� *����
 /��� (𝐻 − 1) �
������  ����
 -
���

�
����� �����
 �
 ��� ����� �� �����
 ���� ���� �
����� �����
 �
����� ��
 �� ������� ����

��� ���������
 ���� ��� ��
���������
� �� ��� �����
 ������ ���� (𝐻 − 1) �
������ �����


�
��� ��� �������������

𝑝(𝑕𝑗 ,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) = 𝑝(𝑕𝑗 ,−𝐡𝑃 ,−𝐡𝑁 ),

𝐴(𝑕𝑗 ,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) = 𝐴(𝑕𝑗 ,−𝐡𝑃 ,−𝐡𝑁 ). ����	�

(�����
� ����
����
 �� 𝐴(𝑕𝑗 ,𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 )� ����
 �
 ���
��� ���������

𝑕𝑗

(︁
𝑏𝑕𝑗 +𝐵(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 )

)︁
+ 𝐶(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) =

𝑕𝑗

(︁
𝑏𝑕𝑗 +𝐵(−𝐡𝑃 ,−𝐡𝑁 )

)︁
+ 𝐶(−𝐡𝑃 ,−𝐡𝑁 ),

𝑕𝑗𝐵(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) + 𝐶(𝐡𝑃 ,𝐡𝑁 ) = 𝑕𝑗𝐵(−𝐡𝑃 ,−𝐡𝑁 ) + 𝐶(−𝐡𝑃 ,−𝐡𝑁 ). ����
�

*�������
� ������ 
�������� ��
�����
�� �
 𝐛𝑕,𝑃 �
� 𝐛𝑕,𝑁 ���

(︀
𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖 + 𝐛𝑇
𝑕

)︀

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡𝑃

0

𝐡𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦+ 𝑕𝑗𝐖

𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1𝐖

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐡𝑃

0

𝐡𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦ = 0,

𝐛𝑇
𝑕,𝑃𝐡𝑃 + 𝐛𝑇

𝑕,𝑁𝐡𝑁 +
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀𝑇
𝚺−1 (𝐖𝑃𝐡𝑃 +𝐖𝑁𝐡𝑁 ) = 0. ������

��� ��(*�% ������ ���� ����� �����
 �
��� (𝐻 = 3) �
� ��� ������������ ��
���������
�

�� ��� �����
 ������

𝑝(𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) = 𝑝(𝑕𝑗 ,−𝑕𝑎,−𝑕𝑏), ������

��� 
�������� ��
�����
� �
� ��
�����
�� �������� ���

𝑕𝑎𝑏
𝑕
𝑎 + 𝑕𝑏𝑏

𝑕
𝑏 +

(︀
𝑕𝑏𝐖(:,𝑏) + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀𝑇
𝚺−1

(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀
= 0

𝑏𝑕𝑎 +𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀
= −𝑕𝑏

𝑕𝑎

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀)︁

𝑏𝑕𝑎 = −𝑕𝑏
𝑕𝑎

𝑏𝑕𝑏 −
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀𝑇
𝚺−1

(︂
𝑕𝑏
𝑕𝑎

𝐖(:,𝑏) +𝐖(:,𝑎)

)︂
����
�



����
��� �� 
�

&�� ������ ��� �
���� ���� 𝐴(𝐠) ����
�� �
 𝑝(𝐠)�

𝐴(𝐠) = 𝐴(𝑔𝑗 , 𝑔𝑎, 𝑔𝑏) = 𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1𝐖𝐠 +
1

2
𝐠𝑇𝐖𝑇𝚺−1𝐖𝐠 + 𝐛𝑇

𝑕𝐠

= 𝐛𝑇
𝑣 𝚺

−1
(︀
𝑔𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑔𝑏𝐖(:,𝑏) + 𝑔𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀
+ 𝑏𝑕𝑗 𝑔𝑗 + 𝑏𝑕𝑏 𝑔𝑏−

− 𝑔𝑎𝑕𝑏
𝑕𝑎

𝑏𝑕𝑏 −
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀𝑇
𝚺−1

(︂
𝑔𝑎𝑕𝑏
𝑕𝑎

𝐖(:,𝑏) + 𝑔𝑎𝐖(:,𝑎)

)︂
+

+
1

2

⎧
⎨
⎩2𝑔𝑗𝐖

𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1
(︀
𝑔𝑎𝐖(:,𝑏) + 𝑔𝑏𝐖(:,𝑎)

)︀
+
∑︁

𝑘=𝑎,𝑏,𝑗

𝐖𝑇
(:,𝑘)𝚺

−1𝐖(:,𝑘)+

+ 2𝑔𝑎𝑔𝑏𝐖
𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑏)

⎫
⎬
⎭

=

(︂
𝑔𝑏 −

𝑔𝑎𝑕𝑏
𝑕𝑎

)︂(︁
𝑏𝑕𝑏 + 𝐛𝑇

𝑣 𝚺
−1𝐖(:,𝑏)

)︁
+ 𝑏𝑕𝑗 𝑔𝑗 + 𝑔𝑎𝑔𝑏𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑏)

+𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1

(︂
𝑔𝑗𝐛𝑣 +

(︂
𝑔𝑗𝑔𝑏 −

𝑕𝑗𝑔𝑎𝑕𝑏
𝑕𝑎

)︂
𝐖(:,𝑏) + 𝑔𝑎(𝑔𝑗 − 𝑕𝑗)𝐖(:,𝑎)

)︂
+

+
∑︁

𝑘=𝑎,𝑏,𝑗

𝐖𝑇
(:,𝑘)𝚺

−1𝐖(:,𝑘) ������

,� 
�������� ��� 
�������� �
� ��� ��
���
���� �
 𝑝(𝐡) �� 
��� �� �������� ��
���
� �����

�
� ��� ���� ����� �������� ��
���������
� (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �
� (𝑕𝑗 ,−𝑕𝑎,−𝑕𝑏) �� ��� �����


������ 𝐡�

𝐵(𝑔𝑗 , 𝑔𝑎, 𝑔𝑏) = 𝐴(𝑔𝑗 , 𝑔𝑎, 𝑔𝑏)−
∑︁

𝑘=𝑎,𝑏,𝑗

𝐖𝑇
(:,𝑘)𝚺

−1𝐖(:,𝑘)− ������

− 𝑕𝑗(𝑏
𝑕
𝑗 + 𝐛𝑇

𝑣 𝚺
−1𝐖(:,𝑗))− 𝑕𝑎𝑕𝑏𝐖

𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑏)

=

(︂
𝑔𝑏 −

𝑔𝑎𝑕𝑏
𝑕𝑎

)︂(︁
𝑏𝑕𝑏 + 𝐛𝑇

𝑣 𝚺
−1𝐖(:,𝑏)

)︁
+ (𝑔𝑗 − 𝑕𝑗)𝑏

𝑕
𝑗+

+ (𝑔𝑎𝑔𝑏 − 𝑕𝑎𝑕𝑏)𝐖
𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑏)+

+𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1

(︂
(𝑔𝑗 − 𝑕𝑗)

(︀
𝐛𝑣 + 𝑔𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
+

(︂
𝑔𝑗𝑔𝑏 −

𝑕𝑗𝑔𝑎𝑕𝑏
𝑕𝑎

)︂
𝐖(:,𝑏)

)︂

&���� ������� 𝐵(𝑔𝑗 , 𝑔𝑎, 𝑔𝑏) ���� �� ���� �
 ����
�
� ��
����
 𝐹 (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �
 ��� ��
���
����

���� �� 𝑝(𝐡)�

𝑝(𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) = 𝑝(𝑕𝑗 ,−𝑕𝑎,−𝑕𝑏)

=
1

2 + 𝐹 (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏)
≈ 1

2
, �� ������

𝐹 (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �� ����� �� ����� ������



����
��� �� 
�

����� 𝐹 (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) �� ����
 ���

𝐹 (𝑕𝑗 , 𝑕𝑎, 𝑕𝑏) =

∖(𝑕𝑗 ,𝑕𝑎,𝑕𝑏),(𝑕𝑗 ,−𝑕𝑎,−𝑕𝑏)∑︁

∀(𝑔𝑗 ,𝑔𝑎,𝑔𝑏)

exp(𝐵(𝑔𝑗 , 𝑔𝑎, 𝑔𝑏))

= exp
(︁
−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀)︁)︁

+ exp
(︁
+2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀)︁)︁

+ exp
(︁
−2𝑕𝑗

(︁
𝑏𝑕𝑗 +𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁)︁

+ exp
(︁
−2𝑕𝑗

(︁
𝑏𝑕𝑗 +𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) − 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀)︁)︁

+ exp
(︁
+2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁
−

− 2𝑕𝑗

(︁
𝑏𝑕𝑗 +𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁)︁

+ exp
(︁
−2𝑕𝑏

(︁
𝑏𝑕𝑏 +𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁
−

− 2𝑕𝑗

(︁
𝑏𝑕𝑗 +𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀)︁)︁
������

����� ��� ����� �
 ������ ���
� � ��
�����
 ��� 𝑕𝑎�

𝑕𝑎 = 𝑕𝑏 ��
(𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑏)) ����	�

�
� � ��
�����
� ��� 𝑏𝑕𝑏 �

−𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀ 𝑕𝑏=+1

≷
𝑕𝑏=−1

𝑏𝑕𝑏
𝑕𝑏=+1

≷
𝑕𝑏=−1

−𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀
,

����
�

����� ��
 �� ���������� ���

−𝐖𝑇
(:,𝑏)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑏𝑕𝑠𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀
< 𝑏𝑕𝑏 < −𝐖𝑇

(:,𝑏)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑏𝑕𝑠𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑗𝐖(:,𝑗)

)︀

������

����� ��������
���� 𝑕𝑠 ���� �� ����
�� ���

𝑕𝑠 = ��
(𝐖𝑇
(:,𝑎)𝚺

−1𝐖(:,𝑏)). ������

,�� ����� �
� ��� ������ ���� �
 ������ ���
� � ��
�����
� ��� 𝑏𝑕𝑗 �

𝑏𝑕𝑗 < min(𝒥𝑕) �� 𝑕𝑗 = −1,

𝑏𝑕𝑗 > max(𝒥𝑕) �� 𝑕𝑗 = +1, ����
�



����
��� �� ��

����� 𝒥𝑕 �� ����
�� ���

𝒥𝑕 =

{︂
−𝐖𝑇

(:,𝑗)𝚺
−1
(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀
,

−𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1
(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) − 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀}︁
. ������

*������
� �� ������� ��
 �
� ��� �������
�� ��
 �� ��
� �� ����
� �
 ����� �������� 𝑕𝑎𝑏𝑠 �

𝑏𝑕𝑗

𝑕𝑗=+1

≷
𝑕𝑗=−1

−𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1
(︁
𝐛𝑣 − 𝑕𝑗𝑕

𝑎𝑏
𝑠 (𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︁

����� 𝑕𝑎𝑏𝑠 = ��
(𝐖𝑇
(:,𝑗)𝚺

−1(𝑕𝑎𝐖(:,𝑎) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏))). ������

,�� ����� �
� ��� ����� ����� �
 ������ ������� ����

𝑕𝑏𝑏
𝑕
𝑏 − 𝑕𝑗𝑏

𝑕
𝑗 < +

(︀
𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) − 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀𝑇
𝚺−1

(︀
𝐛𝑣 − 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
,

𝑕𝑏𝑏
𝑕
𝑏 + 𝑕𝑗𝑏

𝑕
𝑗 > −

(︀
𝑕𝑗𝐖(:,𝑗) + 𝑕𝑏𝐖(:,𝑏)

)︀𝑇
𝚺−1

(︀
𝐛𝑣 + 𝑕𝑎𝐖(:,𝑎)

)︀
. ������

��� ��
�������� �������
�� $���
�
�

��
�������� �������
�� ���� ��������� �� ����� �
 ����������
������� ���������
� �
 �����

���������� �� ��� *�% ����� ��� ��������� �� ��������
� ������
������� ��
����


ℒ(𝜽|𝐯) = ln 𝑝(𝐯;𝜽). ������

+�
�� � �������� ������
� ����
� ��������� �� ���� �
 ��� �������� ���� �� ��� ����������� ��

��� ����� ���������� ������ �� ����
 �
 ��� ����� ������

$�� �� ����
� ��� ��������� ����� 𝑌 =
∑︀

𝐡 exp(−𝐸(𝐯,𝐡)) �
� 𝑍 =
∫︀
𝐮

∑︀
𝐠 exp(−𝐸(𝐮,𝐠))𝑑𝐮�

���


𝑝(𝐯;𝜽) =

∑︀
𝐡 exp(−𝐸(𝐯,𝐡))∫︀

𝐮

∑︀
𝐠 exp(−𝐸(𝐮,𝐠))𝑑𝐮

=
𝑌

𝑍
. ������

�������
�����
� ��� ��������� �� 𝑝(𝐯) ���� ������� �� ��������� 𝜃 ∈ {𝐖,𝐛𝑣,𝐛𝑕} �������

𝜕

𝜕𝜃
ln 𝑝(𝐯; 𝜃) =

1

𝑝(𝐯; 𝜃)

𝜕𝑝(𝐯; 𝜃)

𝜕𝜃

=
1

𝑌/𝑍

[︀
𝜕𝑌
𝜕𝜃 𝑍 − 𝜕𝑍

𝜕𝜃 𝑌
]︀

𝑍2

=
1

𝑌

𝜕𝑌

𝜕𝜃
− 1

𝑍

𝜕𝑍

𝜕𝜃
. ����	�



����
��� �� �	

&���
���� ���� 𝑌 �
� ��
���
���� ���� 𝑍 ��� ����
 ���

𝜕𝑌

𝜕𝜃
=

𝜕

𝜕𝜃

∑︁

𝐡

exp(−𝐸(𝐯,𝐡)) = −
∑︁

𝐡

exp(−𝐸(𝐯,𝐡))
𝜕𝐸(𝐯,𝐡)

𝜕𝜃
, ����
�

𝜕𝑍

𝜕𝜃
=

𝜕

𝜕𝜃

∫︁

𝐮

∑︁

𝐠

exp(−𝐸(𝐮,𝐠))𝑑𝐮 = −
∫︁

𝐮

∑︁

𝐠

exp(−𝐸(𝐮,𝐠))
𝜕𝐸(𝐮,𝐠)

𝜕𝜃
𝑑𝐮.

+���������
� ���������� ����� ���������

𝜕

𝜕𝜃
ln 𝑝(𝐯; 𝜃) = −

∑︁

𝐡

exp(−𝐸(𝐯,𝐡))∑︀
𝐠 exp(−𝐸(𝐯,𝐠))

𝜕𝐸(𝐯,𝐡)

𝜕𝜃
+

+

∫︁

𝐮

∑︁

𝐠

exp(−𝐸(𝐮,𝐠))∫︀
𝐩

∑︀
𝐪 exp(−𝐸(𝐩,𝐪))𝑑𝐩

𝜕𝐸(𝐮,𝐠)

𝜕𝜃
𝑑𝐮

= −
∑︁

𝐡

𝑝(𝐡|𝐯)𝜕𝐸(𝐯,𝐡)

𝜕𝜃
+

∫︁

𝐮

∑︁

𝐠

𝑝(𝐮,𝐠)
𝜕𝐸(𝐮,𝐠)

𝜕𝜃
𝑑𝐮

= −𝐄𝑝(𝐡|𝐯)

[︂
𝜕𝐸(𝐯,𝐡)

𝜕𝜃

]︂
+𝐄𝑝(𝐮,𝐠)

[︂
𝜕𝐸(𝐮,𝐠)

𝜕𝜃

]︂

= −
∑︁

𝐡

𝑝(𝐡|𝐯)𝜕𝐸(𝐯,𝐡)

𝜕𝜃
+

∫︁

𝐮
𝑝(𝐮)

∑︁

𝐠

𝑝(𝐠|𝐮)𝜕𝐸(𝐮,𝐠)

𝜕𝜃
𝑑𝐮

= −𝐄𝑝(𝐡|𝐯)

[︂
𝜕𝐸(𝐯,𝐡)

𝜕𝜃

]︂
+𝐄𝑝(𝐮)𝐄𝑝(𝐠|𝐮)

[︂
𝜕𝐸(𝐮,𝐠)

𝜕𝜃

]︂
. ������

,�� ���������� �� ��� ������
������� ��
����
 ���� ������� �� ������ 𝑤𝑖𝑗 �� ����
 ���

𝜕

𝜕𝑤𝑖𝑗
ln 𝑝(𝐯) = −

∑︁

𝐡

𝑝(𝐡|𝐯)
[︂
−𝑣𝑖𝑕𝑗
𝜎2
𝑖

]︂
+

∫︁

𝐮
𝑝(𝐮)

∑︁

𝐠

𝑝(𝐠|𝐮)
[︂
−𝑢𝑖𝑔𝑗
𝜎2
𝑖

]︂
𝑑𝐮

=
1

𝜎2
𝑖

⎛
⎜⎝𝑣𝑖

∑︁

𝑕𝑗∈±1

𝑝(𝑕𝑗 |𝐯)𝑕𝑗
𝐻∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑗

∑︁

𝑕𝑘∈±1

𝑝(𝑕𝑘|𝐯)−
∫︁

𝐮
𝑝(𝐮)𝑢𝑖

∑︁

𝑔𝑗∈±1

𝑝(𝑔𝑗 |𝐮)𝑔𝑗
𝐻∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑗

∑︁

𝑔𝑘∈±1

𝑝(𝑔𝑘|𝐮)𝑑𝐮

⎞
⎟⎠

=
1

𝜎2
𝑖

⎛
⎝𝑣𝑖

∑︁

𝑕𝑗∈±1

𝑝(𝑕𝑗 |𝐯)𝑕𝑗 −
∫︁

𝐮
𝑝(𝐮)𝑢𝑖

∑︁

𝑔𝑗∈±1

𝑝(𝑔𝑗 |𝐮)𝑔𝑗𝑑𝐮

⎞
⎠

=
1

𝜎2
𝑖

(︃
𝑣𝑖 · tanh

(︃
𝑉∑︁

𝑙=1

𝑣𝑙
𝜎2
𝑙

𝑤𝑙𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︃
−
∫︁

𝐮
𝑝(𝐮)𝑢𝑖 · tanh

(︃
𝑉∑︁

𝑙=1

𝑢𝑙
𝜎2
𝑙

𝑤𝑙𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︃
𝑑𝐮

)︃
.

������
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,�� ���������� �� ��� ������
������� ��
����
 ���� ������� �� ������� ���� ���� 𝑏𝑣𝑖 �� ����
 ���

𝜕

𝜕𝑏𝑣𝑖
ln 𝑝(𝐯) = −

∑︁

𝐡

𝑝(𝐡|𝐯)
[︂
−𝑣𝑖 − 𝑏𝑣𝑖

𝜎2
𝑖

]︂
+

∫︁

𝐮
𝑝(𝐮)

∑︁

𝐠

𝑝(𝐠|𝐮)
[︂
−𝑢𝑖 − 𝑏𝑣𝑖

𝜎2
𝑖

]︂
𝑑𝐮

=
1

𝜎2
𝑖

(︂
𝑣𝑖 − 𝑏𝑣𝑖 −

∫︁

𝐮
𝑝(𝐮) [𝑢𝑖 − 𝑏𝑣𝑖 ] 𝑑𝐮

)︂

=
1

𝜎2
𝑖

(︂
𝑣𝑖 − 𝑏𝑣𝑖 −

∫︁

𝐮
𝑝(𝐮)𝑢𝑖𝑑𝐮+ 𝑏𝑣𝑖

∫︁

𝐮
𝑝(𝐮)𝑑𝐮

)︂

=
1

𝜎2
𝑖

(︂
𝑣𝑖 −

∫︁

𝐮
𝑝(𝐮)𝑢𝑖𝑑𝐮

)︂

=
1

𝜎2
𝑖

(︂
𝑣𝑖 −

∫︁

𝑢𝑖

𝑝(𝑢𝑖)𝑢𝑖𝑑𝑢𝑖

)︂
. ����
�

,�� ���������� �� ��� ������
������� ��
����
 ���� ������� �� �����
 ���� ���� 𝑏𝑕𝑗 �� ����
 ���

𝜕

𝜕𝑏𝑕𝑗
ln 𝑝(𝐯) = −

∑︁

𝐡

𝑝(𝐡|𝐯) [−𝑕𝑗 ] +

∫︁

𝐮
𝑝(𝐮)

∑︁

𝐠

𝑝(𝐠|𝐮) [−𝑔𝑗 ] 𝑑𝐮

=
∑︁

𝑕𝑗∈±1

𝑝(𝑕𝑗 |𝐯)𝑕𝑗
𝐻∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑗

∑︁

𝑕𝑘∈±1

𝑝(𝑕𝑘|𝐯)−
∫︁

𝐮
𝑝(𝐮)

∑︁

𝑔𝑗∈±1

𝑝(𝑔𝑗 |𝐮)𝑔𝑗
𝐻∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑗

∑︁

𝑔𝑘∈±1

𝑝(𝑔𝑘|𝐮)𝑑𝐮

=
∑︁

𝑕𝑗∈±1

𝑝(𝑕𝑗 |𝐯)𝑕𝑗 −
∫︁

𝐮
𝑝(𝐮)

∑︁

𝑔𝑗∈±1

𝑝(𝑔𝑗 |𝐮)𝑔𝑗𝑑𝐮

= tanh

(︃
𝑉∑︁

𝑙=1

𝑣𝑙
𝜎2
𝑙

𝑤𝑙𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︃
−
∫︁

𝐮
𝑝(𝐮) · tanh

(︃
𝑉∑︁

𝑙=1

𝑢𝑙
𝜎2
𝑙

𝑤𝑙𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︃
𝑑𝐮. ������

+�
�� 𝑝(𝐯) �� �


��
 ���������
� 𝐄𝑝(𝐮)𝐄𝑝(𝐠|𝐮)

[︁
𝜕𝐸(𝐮,𝐠)

𝜕𝜃

]︁
�� ��� ���������� ���� �� �
���������

,� ���� ���� ���� �
��������� ���������
� �
 ������������
 ����� �
 ����� ������
� �� �����

��𝜃(𝐯
(0),𝐯(𝑘)) = −

∑︁

𝐡

𝑝(𝐡|𝐯(0))
𝜕𝐸(𝐯(0),𝐡)

𝜕𝜃
+
∑︁

𝐡

𝑝(𝐡|𝐯(𝑘))
𝜕𝐸(𝐯(𝑘),𝐡)

𝜕𝜃
. ������

��𝜃(𝐯
(0),𝐯(𝑘)) �� � 𝑘������ ������������
 �� ��� 𝜕

𝜕𝜃 ln 𝑝(𝐯)� ,�� ������ �� ��� ������� ������

𝐯(0)� ��� �
��� ����� �
� 𝐯(𝑘)� ��� ������ ����
 ���
� ����� ������
� ��� ���� �� ��������

���� ��� ���������� ���� ����
 �
 �������

!
 ��
�������� �������
�� ��������� ��� ����� ������ 𝐡(0) �� ����
 ���� 𝑝(𝐡|𝐯(0))� '��

���
�� ������ 𝐡(0) �� ���� �� ��
����� ������� ������ 𝐯(1) �� ��
�
� � ������ ���� 𝑝(𝐯|𝐡(0))�

,��� ������� ��
��
��� ��� 𝑘 ����� ������
� 𝐯(𝑘) �
 ��� �
��

𝐯(0) ⇒ 𝐡(0) ⇒ 𝐯(1) ⇒ 𝐡(1) ⇒ · · · ⇒ 𝐡(𝑘−1) ⇒ 𝐯(𝑘). ������



����
��� �� ��

,�� �������� ��������� �� ��� ����
�
� ����� �
 ��� ��
�������� �� ����
 �
 ��������� 	�

����� ������
� ������������
 �� ��� ����������� �� ��� ����� ���������� �� ����
 ������

��𝑤(𝐯
(0),𝐯(𝑘), 𝑖, 𝑗) =

1

𝜎2
𝑖

[︃
𝑣
(0)
𝑖 tanh

(︃
𝑉∑︁

𝑙=1

𝑣
(0)
𝑙

𝜎2
𝑙

𝑤𝑙𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︃
− 𝑣

(𝑘)
𝑖 tanh

(︃
𝑉∑︁

𝑙=1

𝑣
(𝑘)
𝑙

𝜎2
𝑙

𝑤𝑙𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︃]︃

��𝑏𝑣(𝐯
(0),𝐯(𝑘), 𝑖) =

1

𝜎2
𝑖

(︁
𝑣
(0)
𝑖 − 𝑣

(𝑘)
𝑖

)︁
������

��𝑏𝑕(𝐯
(0),𝐯(𝑘), 𝑗) = tanh

(︃
𝑉∑︁

𝑙=1

𝑣
(0)
𝑙

𝜎2
𝑙

𝑤𝑙𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︃
− tanh

(︃
𝑉∑︁

𝑙=1

𝑣
(𝑘)
𝑙

𝜎2
𝑙

𝑤𝑙𝑗 + 𝑏𝑕𝑗

)︃
.



����
��� �� ��

��������� 	� ,���
�
� ��(*�%� ���
� 𝑘����� ��
�������� �������
���
!
��� � &����� �� ������� �
��� 𝑉 � 
����� �� �����
 �
��� 𝐻� 
����� �� ������ 𝑁 � � ����� 𝑆 ��

������� ������� 𝐯𝑠 ∈ 𝑆� 
����� �� ��
��������� 𝑀 � ����� ������
� ����� 𝑘� ����
�
� ����

𝜈� �������������
 ��
���
� 𝜆� ����
��� 𝜇�

'������ ��� ��� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑉 }, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝐻} ��(*�% ������� 𝑤𝑖𝑗 � ������ 𝑏𝑣𝑖 , 𝑏𝑕𝑗 �

����


��� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑉 } �
� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝐻} ��
!
�������� ������� 𝑤𝑖𝑗 � ������ 𝑏𝑣𝑖 , 𝑏𝑕𝑗 �
� ��������
��
� Δ���������

𝑤𝑖𝑗 ∼ 𝒩 (0, 0.1)� 𝑏𝑣𝑖 = ���
(𝑆)� 𝑏𝑕𝑗 ∼ 𝒰(0, 0.1) ���� �������� ��������� 𝐛𝑕 = 𝐛*
𝑕��

Δ𝑤𝑖𝑗 = 0� Δ𝑏𝑣𝑖 = 0� Δ𝑏𝑕𝑗 = 0

��� ����� 𝑛 ∈ {1, . . . , 𝑁} ��
(������ ������� �
 ����� 𝑆�

(�������
 ����� 𝑆 �
�� 𝑀 ���	��
� ��
��������� 𝑆𝑚, 𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑀} ���� ����
𝑆𝑝 ∩ 𝑆𝑞 = ∅, ∀𝑝, 𝑞 ∈ {1, . . . ,𝑀}, 𝑝 ̸= 𝑞� �
� 𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ · · · ∪ 𝑆𝑀 = 𝑆�

��� 𝑚 ∈ {1, . . . ,𝑀} �� ��� ����� ��
������� 𝑆𝑚�� ��

��� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑉 } �
� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝐻} ��
����� ����������� �� ��� ������
������� ��
����
�

𝛿𝑤𝑖𝑗 = 0� 𝛿𝑏𝑣𝑖 = 0� 𝛿𝑏𝑕𝑗 = 0�

��� 𝐯 ∈ 𝑆𝑚 �� ��� ����� ������ �
 ��
������� 𝑆𝑚�� ��
𝐯(0) ← 𝐯 �� +�� ������ �� � ������� ������ ��

��� 𝑡 ∈ {0, . . . , 𝑘 − 1} �� 
����� ����� ������
� �� ��
��� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝐻} ��

+����� �����
 �
���� 𝑕(𝑡)
𝑗 ∼ 𝑝(𝑕𝑗 |𝐯(𝑡))�

��� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑉 } ��
+����� ������� �
���� 𝑣(𝑡+1)

𝑖 ∼ 𝑝(𝑣𝑖|𝐡(𝑡))�

��� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑉 } �
� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝐻} ��
��
�������� �������
�� �������

𝛿𝑤𝑖𝑗 ← 𝛿𝑤𝑖𝑗 + ��𝑤(𝐯
(0),𝐯(𝑘), 𝑖, 𝑗)

𝛿𝑏𝑣𝑖 ← 𝛿𝑏𝑣𝑖 + ��𝑏𝑣 (𝐯
(0),𝐯(𝑘), 𝑖)

𝛿𝑏𝑕𝑗 ← 𝛿𝑏𝑕𝑗 + ��𝑏𝑕(𝐯
(0),𝐯(𝑘), 𝑗)

��� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑉 } �
� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝐻} ��
&�������� �� ��
������� �����

𝛿𝑤𝑖𝑗 ← 𝛿𝑤𝑖𝑗

|𝑆𝑚| � 𝛿𝑏
𝑣
𝑖 ← 𝛿𝑏𝑣𝑖

|𝑆𝑚| � 𝛿𝑏
𝑕
𝑗 ←

𝛿𝑏𝑕𝑗
|𝑆𝑚|

��� 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑉 } �
� 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝐻} ��
-����� ��� �����������

Δ𝑤𝑖𝑗 ← (1− 𝜇)𝜈 · 𝛿𝑤𝑖𝑗 + 𝜇Δ𝑤𝑖𝑗

𝑤𝑖𝑗 ← 𝑤𝑖𝑗 +Δ𝑤𝑖𝑗

Δ𝑏𝑣𝑖 ← (1− 𝜇)𝜈 · 𝛿𝑏𝑣𝑖 + 𝜇Δ𝑏𝑣𝑖

𝑏𝑣𝑖 ← 𝑏𝑣𝑖 +Δ𝑏𝑣𝑖

Δ𝑏𝑕𝑗 ← (1− 𝜇)𝜈 · 𝛿𝑏𝑕𝑗 + 𝜇Δ𝑏𝑕𝑗

𝑏𝑕𝑗 ← 𝑏𝑕𝑗 +Δ𝑏𝑕𝑗
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