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���� 𝜇𝑎𝑓 = 0.03 �� 𝛽 = 2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��	� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� �����

���� �������� $%+ ���� �������� ���������� ������� ������ ���� ���

���� 𝛽 = 1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��	� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� �����

���� �������� $%+ ���� �������� ���������� ������� ������ ���� ���

���� 𝜇𝑢𝑛 = 0.005� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��	� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� �����

���� �������� $%+ ���� ���������� ������� ������� ������ ���� ���

���� 𝛽 = 2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��
� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� �����

���� �������� $%+ ���� ���������� ������� ������� ������ ���� ���

���� 𝜇𝑢𝑛 = 0.005� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��
	 ������� 
� �������� �� ������ ����������� 𝜆(𝑖)𝑘 ��� �������� ����������

��������� ���� 𝜇𝑢𝑛 = 0.005 �� 𝛽 = 1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	

��

 ������� 
� �������� �� ������ ����������� 𝑐(𝑖)𝑘,𝑙 ��� 𝑘 = 4 �� ����������

������� ���� 𝜇𝑢𝑛 = 0.001 �� 𝛽 = 2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	

�



&'%�&�$�,-*�

������ � ����� ������ ��������� ���������� ������ ��� � ����� ������

������ � %����� ������������ ��������� �������� � ����� ������ ��

���������� ������ �� ��� ������

������� � ������������� �� ����
�������� ������ ��������� ���� ������

� ��� ������ ��������

𝔼[.] � ���������� ��������

𝐴⊗𝐵 � #����
�� ������� �� ��� �������� 𝐴 �� 𝐵

𝐴⊙𝐵 � ,�����+��� ������� �� ��� �������� 𝐴 �� 𝐵

‖𝑎‖ � �������� ��� �� ��� ������ 𝑎

‖𝑎‖𝑊 � /������� ��� �� ��� ������ 𝑎

‖𝐴‖2 � 
���� �� ��� ������ 𝐴 ���� ������� ������� ����� �� ��� �������

��
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����������� �������� ���� ��������� ���� ���������� �� �������� �� �����

������� ����� ��� ������ ���� � ���������� �������� �� ���������� ����������� 3	� 
5�

-��
� ���������� ��������� ����������� �������� ������� ���� �������
 ����������

��
�� ��� �����
 ���� �������� �� ������� ������������ ���� � ��� ������ ����

! ���� ������� ��� ������� �� ����������� ��������� �� � ������� ���������� �� ���

��������
 ��������� � 3���5 �� �������� �������� �� ���� ��������
� ���� �������� � �

������ ����� ��������� � ��� �������� ����� ���� ���� ����� ����� ��������� ���� ��������

�� ������ ��������� ��������� ������� �� ������� �� � � ����� �������� ��������� �������

�$%+� ������� ������� � ����� �� ��������� ������� �������� $%+ ���������� �� ��

���������� ��� ��� ����������� ����� ��������� ���� 	� ������ �� 
� �������� ��������

	�	 �������� $%+ +��������� ���� ������ /������

! ���� ����� ������� ��������� ��� ������� ������� ���� ������ �������� ,���� ����

������ ������� ��� �������� �������� �� �����
 �������� �� ���������� ����������

+������ ��������� ����� ���� �� %���������� $������� �� ������������������ ���� ��

�������� � ��� ���������� 3�5� �������� �� �� � ������ ��������� ��� ������������ ����

���� ��
� ��������� ������ �� ��
 ���������

	�
 �������� $%+ +��������� ���� �������� /������

������� �� �������� �������� ������� ��������� ��� ������� ���� �������� �������

����� ��� ������� �� ������� ���������� ����� �%+��� ,���� �������� ������� ����������

������� �� ��� �������� ����� ��� �������� ,�� ������� ���������� ������� ������ �����

��������� ������ ��� ����� ������� ������� ��� ��������� �� �� �������� �� ���



������� 	� !��������� 


�� �� ���� ����� ��������� ������ ��� ����� ������� ������� ��� ��������� �� ���

�� �� ��� �� ���������� ����� ��������� �� ����� ��������� � ��� ������������

,���� ������� ���������� ������� �� �������� ������� ������ ���������� ��� � �������

����� 3��5� ����� ��
�� �� ��������� �� ����� ����� ���������� � ��� �������� ��������
�

,�� ����� �������� ���� �� � �������� ��������� �� ����� �������� �� �������� �����

�� ��� ������� ���������� ,�� ����� �������� ���� �� � ������� �� ��� ����� ���������

����� ������� �������� ��� ���� ��� ������� ���� ������� ��������� �������� ,�� �������

������� ��� ������� �������� �� �������������� ���������� ���� ������ ����� ����� ��

��������� � ������� �� ��� ������� ��������� ���� � ����� $%+ ��������

	�� �����������

! ���� ������ ���� �� �������� �������� ���������� ��� �������� �� ����� ���������� ��

���������

	� �������� �������� ���� ����� ��������


� �������� �������� ���� ����� �������� ����������

�� �������� �������� ���� ����� ��������

�� �������� �������� ���� ���������� �������� ����������

� �������� �������� ���� ���������� ��������

+��������� ���� ���� � ���� ����� �������� �������� $%+ ���������� ���� ������ ������

���� ��� ��������� �������� ��������� ���� � ���� �� ������ %+� �� �%+� ������ �

��� �������������

	�� �����

,�� ������ ��� ��� �������� ����������� ������� 
 ������ ��� ������� ��������� �����

��� � ��������� ��� ���������� �������� ��������� ���� ������ ������������ ������� �

��������� ��� �������� �������� ���������� +������ ���� ���� �� �������� ��������� �� ����

������� �� ������ ����� �� ���������� �������� ������������ �������� � ��� �����

�������� ������ &�������� ���������� �� ���������� ������� �� ��� ��� ���������� ���

���� ����� ����������� �������� �������� ��������� �� ������ ���
 ��� ���� � ���

���� ������� �
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,�� ������������� ��������� ������� ��� ��� �������� ����� 3�5� ������ ���� �����

��� 𝑁 > 1 ���� ������� ����������� � ���� ������ ���� ��� 𝑘 ��� ������ �� ����

����������� {𝑑𝑘(𝑡), 𝑢𝑘(𝑡)}, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 �� �������� ����� ���� ���� {𝒅𝑘(𝑡),𝒖𝑘(𝑡)}� ����
𝒅𝑘(𝑡) � ������ ���������� �� 𝒖𝑘(𝑡) ��������� ��� ������ �� ���� (1×𝑀) �� ���� 𝑡� ,��

��� �� �� �������� 𝑀 × 1 �
�� ������ 𝑤0 ���� ����� ������������ ���� �����

𝑑𝑘(𝑡) = 𝑢𝑘(𝑡)𝑤
0 + 𝑣𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, . . . , 𝑁. �
�	�

*�������� ������� �� ���������� ���� ��� �������� ���� ��� 𝑁 ���� ��� ��� ������

���������

𝑈𝑐 ≜ ���{𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑁} (𝑁 ×𝑀) �
�
�

𝑑 ≜ ���{𝑑1, 𝑑2, . . . 𝑑𝑁} (𝑁 × 1). �
���

,�� ��������� ������� �� ������ �� ����� ���� � ������ 𝑤 ����� �������� ��� ����

������ ������

min
𝑤

𝔼‖𝑑− 𝑈𝑐𝑤‖2 �
���

����� 𝔼 �� � ���������� ��������� ,�� ������� �� %+� ����� ������� �� ���� �� ����

��	����� ������� ����� ������� ������������ ������� 3�5�

𝔼
[︀
𝑈𝑇
𝑐 (𝑑− 𝑈𝑐𝑤

0)
]︀
= 0, �
��

�� ��� ������� �� �� ��������� � ����� ��

𝑤0 = (𝑅𝑐
𝑢)

−1𝑅𝑐
𝑑𝑢 �
���
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�����

𝑅𝑐
𝑢 = 𝔼

[︀
𝑈𝑇
𝑐 𝑈𝑐

]︀
(𝑀 ×𝑀) �� 𝑅𝑐

𝑑𝑢 = 𝔼
[︀
𝑈𝑇
𝑐 𝑑
]︀
(𝑀 × 1). �
���

!����� �� ���������� ����� ����������� ���� ������������� ���� ���������� ���������� ��

�� ���� ������� �� ��� ��������� ������������ ����� � �������� ��������� ,�� ����
�

������� �� ��� �������� �������� �������� �� ���� � ���� 
�	� ���� ��� �������� �������

��� ��������� ������� �$%+� ������ �� � ������ �� �� �� �� ���� �� ���������

Regression
signal
uk,i

b

Estimate
ψ

(i−1)
k

− +

Unknown
w0

Noise vk(i)

dk(i)

d̂k(i)

ek(i)

������ 
�	� ����
�������� �� ��� �������� �������� ����������


�	 &������������ $%+

�������� ������� � ����� ��� ���� ������� �� ������������� ,�� ���� �� ��� ��������

�������� �� �� ��� � �������� 𝜓 ����� �������� ��� ���������� ����� �%+�� � ���

��������� ����

𝜓(𝑖) = argmin
𝑤

[𝑒(𝑖)2]. �
���

� ������ ������� �� �� �� ��� $%+ ��������� �� ����� ��� 𝑘 �����������

𝜓
(𝑖)
𝑘 = 𝜓

(𝑖−1)
𝑘 − 𝜇

2

[︃
𝜕𝑒2𝑘(𝑖)

𝜓
(𝑖−1)
𝑘

]︃
,

𝜓
(𝑖)
𝑘 = 𝜓

(𝑖−1)
𝑘 − 𝜇𝑒𝑘(𝑖)

[︃
𝜕𝑒𝑘(𝑖)

𝜕𝜓
(𝑖−1)
𝑘

]︃
,

𝜓
(𝑖)
𝑘 = 𝜓

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑒𝑘(𝑖)𝑢

𝑇
𝑘,𝑖. �
���
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,��� �������� ���� �� ��
� �������� �� ���������� ���� �����


�
 �������� $%+

! ���� �� ������������ ���� ����� ��� ��������� �� ������� ���� ��� ������� �� ����

� ���� �������� �� ���� ����� �������� ����� �� ������� ��������� � � ����� �������� $%+

������� '� �� ���� ����������� ���������� �� ������ ���������������� �������� ���������

������� ��������� �� ������ �� 3�5�

𝜑
(𝑖−1)
𝑘 = 𝑓𝑘

(︁
𝜓
(𝑖−1)
𝑙 ; 𝑙 ∈ 𝒩𝑘

)︁
, 𝜑

(𝑖−1)
𝑘 = 0

𝜓
(𝑖)
𝑘 = 𝜑

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑘𝑢

𝑇
𝑘,𝑖

(︁
𝑑𝑘(𝑖)− 𝑢𝑇𝑘,𝑖𝜑

(𝑖−1)
𝑘

)︁
, �
�	��

����� 𝒩𝑘 �� � ����������� �� 𝑘��� ��� ����� ������� �� 𝑘 ������� �������� 𝜓
(𝑖−1)
𝑘 ��

𝜑
(𝑖−1)
𝑘 ��� ����� �� ��������� ��������� �� 𝑤0 ������������� �� ��� 𝑘 �� ���� 𝑖−1 �� 𝑓𝑘(.) ��
� ������� ������� ,���� �� ������ ����� �� ���������� ������� �� �
�	�� ���� ������ �����

�� ��������� ����� ��� ��������� ���� �������� ���������� ������� �� ���� �������

��������� ��,�� �� ���������������� ��,�� ���������� ��� ���� � 3�5� ! ���� �������

��� ��� �,� �������� �� �������� ,�� �,� �������� $%+ ��������� ���� �� �������� ��

�������� $%+ ����������

(������� ����������� ��� ��� ������� ������ 𝑓𝑘
(︁
𝜓
(𝑖−1)
𝑙 ; 𝑙 ∈ 𝒩𝑘

)︁
����

	� $���� ��������� ���� ������ ����������� ��������� $%+��


� $���� ��������� ���� �������� ����������� ��������� �������� $%+��

���� ������� ���� ���� ��������� �� ������������ � ����� �� ���������� ��������

����� �� ������������ �����
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�� �� ��� ������ ������� ��� �������� $%+ ��������� �� ��������� ���� �������� �����

�����

𝜑
(𝑖−1)
𝑘 = 𝑓𝑘

(︁
𝜓
(𝑖−1)
𝑙 ; 𝑙 ∈ 𝒩𝑘

)︁
, 𝜑

(𝑖−1)
𝑘 = 0

𝜓
(𝑖)
𝑘 = 𝜑

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑘𝑢

𝑇
𝑘,𝑖

(︁
𝑑𝑘(𝑖)− 𝑢𝑇𝑘,𝑖𝜑

(𝑖−1)
𝑘

)︁
, ���	�

! ��� �������� $%+ ��������� ������� ������ ��� � ���� ���

𝜑
(𝑖−1)
𝑘 =

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘

𝑐𝑘,𝑙𝜓
(𝑖−1)
𝑙 , ���
�

���� �������� ������ ����������� 𝑐𝑘,𝑙� ,�� ��������� �������� 𝜑
(𝑖−1)
𝑘 �� �� ���������

�� � �������� ������������� �������� �� 𝑤0 ���� ��������� �� ��� ��� 𝑘�� ��������� !� �����

��������� �𝜓(𝑖−1)
𝑙 , 𝑙 ∈ 𝒩𝑘� ��� ��� � � ����� ������

𝜓𝒩𝑘
≜ ���{𝜓(𝑖−1)

𝑙 }𝑙∈𝒩𝑘
, �����

��� ����� �������� ������������� ������� �� �� �������

min
𝜑
‖𝜓𝒩𝑘

−𝑄𝜑𝑘‖2𝐶𝑘
�����

�����

𝑄 = ���{𝐼𝑀 , 𝐼𝑀 , . . . , 𝐼𝑀} ��

𝐶𝑘 = ����{𝑐𝑘,1𝐼𝑀 , . . . , 𝑐𝑘,𝒩𝑘
𝐼𝑀}. ����
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,�� ������� �� ����� ��� � ���� ��

𝜑
(𝑖−1)
𝑘 =

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘

𝑐𝑘,𝑙∑︀
𝑝∈𝒩𝑘

𝑐𝑘,𝑝
𝜓
(𝑖−1)
𝑙 , �����

����� ���� � �������� � �� 𝑐𝑘,𝑙 ← 𝑐𝑘,𝑙/
∑︀

𝑝∈𝒩𝑘
𝑐𝑘,𝑝�

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘

𝑐𝑘,𝑙 = 1, ∀𝑘. �����

&�������� ������� 𝑐𝑘,𝑙, 𝑙 ∈ 𝒩𝑘 ����� ��� �� �� �� ���� � ����� ��������� ����� ��

�� ����� �������� �� ���� ���� 3��		5� ,�� ������� ��� ����

	� %��������� �����


� $������� �����

�� &������������������ �����

,���� ����� ��� ������� ����������� �� ��� ������� ������ ��� ������ ����� � �����


��������� � ������ ���� ��������� �����
 �������� �� ������ �� � ��� 𝑛𝑘� !� �� ������ ��

� ����� �� �������� ������� �� ��� ��� �������� ��� �������� ���� ���� 𝑛𝑘 = |𝒩𝑘|�
,� ���� ���� �����
 �������� ���� ������� ������������ �� ������ 𝑐𝑘,𝑙 �� ����������

�𝑁×𝑁� �������� ��������� ������ 𝐶 �� � ������ ������������ �� ��� ������ ������������

[𝐶]𝑘,𝑙 = 𝑐𝑘,𝑙 �����

���� ��� ���� 𝐶1 = 1� -��� ����� �������� ������� ������� ��� ������ �������

%��������� ���� ���� ����������� 𝑐𝑘,𝑙 �������� �� ������� �� ����� 𝑛𝑘 �� 𝑛𝑙�

𝑐𝑘,𝑙 =
1

max (𝑛𝑘, 𝑛𝑙)
, �� 𝑘 ̸= 𝑙 ��� ��
��,

𝑐𝑘,𝑙 = 0, �� 𝑘 �� 𝑙 �� ��
��, �����

𝑐𝑘,𝑘 = 1−
∑︁

𝑙∈𝒩𝑘∖𝑘
𝑐𝑘,𝑙, �� 𝑘 = 𝑙.
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$������� ���� �� ��������� �� ��� �������� ���������

𝐶 = 𝐼𝑁 − 𝜅ℒ �����

ℒ = 𝒟 −𝐴𝑑 ����

𝒟 = ���� {𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑁} ��

𝜅 = 1/𝑛𝑚𝑎𝑥 ���	��

����� 𝐴𝑑 �� 𝑁 ×𝑁 �����
 ��	���� ������ ������ ��

[𝐴𝑑]𝑘𝑙 =

⎧
⎪⎨
⎪⎩
1, �� 𝑘 �� 𝑙 ��� ��
��,

0, ���������.
���		�

&������������������ ���� �� ������ ���

𝑐𝑘,𝑙 =
1

|𝒩𝑘|
, 𝑙 ∈ 𝒩𝑘,

𝑐𝑘,𝑙 = 0, ���������. ���	
�

��	 ���������� &�����
 %����

! ����� �� ������� �������� ������������ ���� ���� ������ �� ��������� �� ���

����� �� ��� ����� �����
 ������ �� ����������� +��� ���� �� ����� ������� �� ������� �

��� �������� ��� �������� ��� ��������� ��� ������ ��������� ����� ��� ���������� �� �������

�� ���������

𝜓(𝑖) ≜ ���{𝜓(𝑖−1)
𝑘 , . . . , 𝜓

(𝑖−1)
𝑁 } (𝑁𝑀 × 1), 𝜑(𝑖) ≜ ���{𝜑(𝑖−1)

𝑘 , . . . , 𝜑
(𝑖−1)
𝑁 } (𝑁𝑀 × 1),

𝑈𝑖 ≜ ����{𝑢1,𝑖, . . . , 𝑢𝑁,𝑖} (𝑁 ×𝑁𝑀), 𝑑𝑖 ≜ ���{𝑑1(𝑖), . . . , 𝑑𝑁 (𝑖)} (𝑁 × 1).

,�� ���������� 𝑑𝑘(𝑖) ����� � ������� ������

𝑑𝑘(𝑖) = 𝑢𝑘,𝑖𝑤
0 + 𝑣𝑘(𝑖) ���	��
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����� 𝑣𝑘(𝑖) �� � �������� ����� ���� ��������� �� ������� �� �������� ��������� 3�5�

�� ���������

𝑣𝑖 = ���{𝑣1(𝑖), . . . , 𝑣𝑁 (𝑖)} ��

𝑤(0) = 𝑄𝑤0 ���	��

���� 𝑄 ������ � ���� �� �� �������� �� ������� ��� ����������� {𝑑𝑘(𝑖), 𝑘 = 1, . . . , 𝑁} ����
����� ��������

𝑑𝑖 = 𝑈𝑖𝑤
(0) + 𝑣𝑖. ���	�

,�� �������� $%+ ��������� ��������� �� ���	� �� ���������� ���� ������ ����� ���� �����

���������

𝜑(𝑖−1) = 𝐺𝜓(𝑖−1)

𝜓(𝑖) = 𝜑(𝑖−1) +𝐷𝑈𝑇
𝑖 (𝑑𝑖 − 𝑈𝑖𝜑

(𝑖−1)) ���	��

�����

𝐷 = ����{𝜇1𝐼𝑀 , 𝜇2𝐼𝑀 , . . . , 𝜇𝑁𝐼𝑀} (𝑁𝑀 ×𝑁𝑀) ���	��

�� � ������� ������ ���� ����� ���� ����� ��

𝐺 = 𝐶 ⊗ 𝐼𝑀 (𝑁𝑀 ×𝑁𝑀) ���	��

�� � �������� ������ ���� 𝑁 × 𝑁 �������� ��������� ������ 𝐶 ������ ���� ��������

����������� 𝑐𝑘,𝑙� ����� ����������� ���	�� ������� �� � ����� ��������

𝜓(𝑖) = 𝐺𝜓(𝑖−1) +𝐷𝑈𝑇
𝑖 (𝑑𝑖 − 𝑈𝑖𝐺𝜑

(𝑖−1)). ���	��

��
 +�������� ������� �� ��� �������� ���������

����� ������������ �� ��� �������� $%+ ��������� ��� ������ ������ �� ��� ���� �����

𝜇𝑘 �� ��������� !� ��� ���� ���� �� ���� ������ ��������� ���� �� ����� ' �������� �� ���

���� ���� �� ��� ���� ��� ��������� ���� �������� �������� ! ���� ����������� ��� ����������

�� ��� ��������� ����� 𝑢𝑘,𝑖 �� ���
����� ���� 𝑣𝑘(𝑖) ��� �� 
�� � ������ �� ���������
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�������

! ���� ������ ��������� ������� �� ��� �������� $%+ ��������� �� �������� �� �� ���

�������� � 3�5� ,�� �������� �� ��� ����� ��������� ���� ������� �
�� ������ 𝑤0 ��

������ �� � ������ ����� �������

̃︀𝜓(𝑖) = 𝑤(0) − 𝜓(𝑖). ���
��

,�� �������� �� ������ ����� ������ ̃︀𝜓(𝑖) � ����� �� ��� �������� ������ �� ���� �� ������

����� ���� ���������� �����
 ����� ���	��� *������� ����� ��������� �������� ��

�������� ��������� ������ 𝐶 �� �� ���� �� ��� ���� 𝐺𝑤(0) = 𝑤(0)� �� ����������� 𝑤(0)

�� 𝐺𝑤(0) ��� ���	��� ��� �������� �� ̃︀𝜓(𝑖) �� ���� �� ���

̃︀𝜓(𝑖) = 𝐺𝑤(0) −𝐺𝜓(𝑖−1) −𝐷𝑈𝑇
𝑖

(︁
𝑈𝑖𝑤

(0) + 𝑣𝑖 − 𝑈𝑖𝐺𝜓
(𝑖−1)

)︁

= 𝐺 ̃︀𝜓(𝑖−1) −𝐷𝑈𝑇
𝑖

(︁
𝑈𝑖𝐺 ̃︀𝜓(𝑖−1) + 𝑣𝑖

)︁

=
(︀
𝐼𝑁𝑀 −𝐷𝑈𝑇

𝑖 𝑈𝑖

)︀
𝐺 ̃︀𝜓(𝑖−1) −𝐷𝑈𝑇

𝑖 𝑣𝑖. ���
	�

������� ��������� �� 𝑢𝑘,𝑖 ���� 𝑣𝑖 �� ��
�� ����������� �� ���� ����� �� ���
	� �������

��

𝔼[ ̃︀𝜓(𝑖)] = (𝐼𝑁𝑀 −𝐷𝑅𝑢)𝐺𝔼[ ̃︀𝜓(𝑖−1)] ���

�

����� 𝑅𝑢 = ����{𝑅𝑢,1, . . . , 𝑅𝑢,𝑁} ���� 𝑅𝑢,𝑘 = 𝔼[𝑢𝑇𝑘,𝑖𝑢𝑘,𝑖]� ���� �������� �� ̃︀𝜓(𝑖) ������

� �����
 ���������� (𝐼𝑁𝑀 −𝐷𝑅𝑢) �� �������� 𝐺� ,�������� ��� ��������� � ��� ���

�������� �� ��� ���������� �� (𝐼𝑁𝑀 −𝐷𝑅𝑢)𝐺 ���� �� ������� ��� ���

|𝜆 {(𝐼𝑁𝑀 −𝐷𝑅𝑢)𝐺} |< 1. ���
��

,�� ���� ����� 𝜇𝑘 � ������ 𝐷 ������ �� ����� ���������� �� ������� ���� ���������

0 < 𝜇𝑘 <
2

max
𝑚=1,...,𝑁

𝜆𝑚𝑎𝑥 (𝑅𝑢,𝑚)
. ���
��

-��� ������ 
���� ����� �� ������ �� � ������� ������� ����� �� � ������ 3	
5� �� �� ����

�� ���� �����

‖(𝐼𝑁𝑀 −𝐷𝑅𝑢)𝐺‖2 ≤ ‖(𝐼𝑁𝑀 −𝐷𝑅𝑢)‖2 · ‖𝐺‖2. ���
�



������� �� �������� $�����%�� +������ 		

&���� ���� (𝐼𝑁𝑀 −𝐷𝑅𝑢) �� � ��������� ������ �� 𝐺 = 𝐶 ⊗ 𝐼𝑀 � ���
� ������� ���

|𝜆��� ((𝐼𝑁𝑀 −𝐷𝑅𝑢)𝐺)| ≤ ‖𝐶‖2 · |𝜆��� ((𝐼𝑁𝑀 −𝐷𝑅𝑢))|. ���
��

�������� �� ��� �������� ��������� �������� 𝐶 ��� ���������� ��� ��� ���� ��� �����

���� ���� %���������� $������� �� ������������������ ����� ���� 
���� ����� �� ���

‖𝐶‖2 = 1� ����� ������� ��� �������� ��������

|𝜆��� ((𝐼𝑁𝑀 −𝐷𝑅𝑢)𝐺)| ≤ |𝜆��� ((𝐼𝑁𝑀 −𝐷𝑅𝑢))|, ���
��

��� ���� ����� ���� �� ���
�� �� � 
���� �� � ������������ ������ ���� 𝐺 = 𝐼𝑁𝑀 �����

���� ���� ������� ���������� ���� ���� ��� � ���������� ������ � ��� �����
 3�5�

��� %���+����� ,������ �������

����� ��������� ��������� ��������� ������� ������� �� ��� �����
 �������� �� ������

��� �� ����� ��������� ������������ ���������� �������� �%+�� �� ������ ����������

����� ��%+�� �� ����� ,��� �� � ���� ���� �� ������� ����������� ����������� �� ������

������ �������� '��������� ��� ������� �� ��������� ��� �� ������������ �� ���� �

��� �����
� !�� �������� ��������� �� ���� � 3�5� ! ���� ������ ��� �������� ������� ��

���� �� 	�������� ���� �������� ������

&�������� ��������� �� ��� ��������� ���� � ,������ 	 ��� ���� ������ ����������

������� 𝑅𝑢 = 𝑆Λ𝑆𝑇 ���� Λ = ����{Λ1, . . . ,Λ𝑁} �� ���� �� �������� ������� ���������

��������

𝐺 = 𝑆𝑇𝐺𝑆

𝑤(0) = 𝑆𝑇𝑤(0). ���
��

,�� ������ ���������� ������� �%+��� 𝜂(𝑖) �� ������ �� � ������� �� ��� ����� ����

������ �������� �������

𝜂(𝑖) ≜
1

𝑁

𝑁∑︁

𝑘=1

𝔼‖ ̃︀𝜓(𝑖)
𝑘 ‖2 =

1

𝑁
𝔼‖𝜓(𝑖)‖2. ���
��
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! � ������� ���� ��� ������ ������ ���������� ����� ��%+��� 𝜁(𝑖) �� ������ ���

𝜁(𝑖) ≜
1

𝑁

𝑁∑︁

𝑘=1

𝔼‖𝑢𝑘,𝑖 ̃︀𝜓(𝑖)
𝑘 ‖2 =

1

𝑁
𝔼‖𝑈𝑖

̃︀𝜓(𝑖)‖2 = 1

𝑁
𝔼‖𝜓(𝑖)‖2Λ. ������

����	 ����
 '��������

! ����� �� ������� ���������� ����� �������� ���� ���������� ���� ���
	� �� �� ����

���� ����
�������� �������� �𝑅𝑢 �� ����� ����� ��� �� ���� ����� ���� ������� �����

������� ������� ��� ������ ,�� ������ ������ ��� ������ �������� �� ��� ����
 #����
��

������� ��� ���� ������

$�� Σ �� � (𝑁𝑀 ×𝑁𝑀) ����
 ������ �� ��� �����

Σ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

Σ11 . . . Σ1𝑁

���
� � �

���

Σ𝑁1 . . . Σ𝑁𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦ ����	�

���� ����
� Σ𝑘𝑙 ∈ ℝ𝑀×𝑀 � ,�� ����
 ������������ �������� ������ ������� ������ Σ ���

� (𝑁2𝑀2 × 1) ������ 𝜎 � ��� ����� 3	�� 	�5� *����� ���� ��� ������� ����� ���������

����� ������� � ������ �� � ����� ����� ������ �� ���������� ���������� ������ ��

��� ������� �� ���� �� ����� � (𝑀2𝑁 ×𝑁) ������ Σ𝑣�

Σ𝑣 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

���{Σ11} . . . ���{Σ1𝑁}
���

� � �
���

���{Σ𝑁1} . . . ���{Σ𝑁𝑁}

⎤
⎥⎥⎥⎦ ����
�

,�� ���� �������� ����� ������� Σ𝑣 ��� � ����� ����� ������ 𝜎�

𝜎 = ����{Σ} ≜ ���{Σ𝑣}. ������

!����� �������� �� ��� ���� ����−1{} ��������� ����� ������� ������ 𝜎 ��� � (𝑁𝑀 ×
𝑁𝑀) ������ Σ�

,�� ����
 #����
�� ������� ����� �������� �� ,�����+��� �������� �� ��� (𝑁𝑀×𝑁𝑀)

����
 �������� 𝐴 �� 𝐵� ����� �� ������ �� 𝐴⊙𝐵� �� ������ �� � (𝑁2𝑀2×𝑁2𝑀2) ����
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������ ����� 𝑘, 𝑙��� ����
 �� ���� �� ��� 𝑀2𝑁 ×𝑀2𝑁 ������

[𝐴⊙𝐵]𝑘𝑙 ≜

⎡
⎢⎢⎢⎣

𝐴𝑘𝑙 ⊗𝐵11 . . . 𝐴𝑘𝑙 ⊗𝐵1𝑁

���
� � �

���

𝐴𝑘𝑙 ⊗𝐵𝑁1 . . . 𝐴𝑘𝑙 ⊗𝐵𝑁𝑁

⎤
⎥⎥⎥⎦ ������

����� ⊗ ������ ��� ������� #����
�� �������� ,���� ����
 ��������� ��� ���� �� ��������
�������� ���� �� �������� 3�5� ,�� ���� �������� ���������� �� ����� ��������� ��� 3	��	�5�

����{𝐴Σ𝐵} = (𝐵𝑇 ⊙𝐴)����{Σ} �����

,�(𝐴𝑇𝐵) = ����{𝐴}𝑇����{𝐵}. ������
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����
 ,������ �������� �������� �� ��� %���+����� �������� �� ��� ������ %���

+����� ����� � ��� &�����


,������ 	� ������� � �������� �����
 �������� ���� ��� �������� �������� ���	�

���� ���������� ���� �𝑑𝑘(𝑖), 𝑢𝑘,𝑖� ��������� ���	��� ������ ������� ���� ��� ����������

𝑢𝑘,𝑖 ��� ���������� ������� �� �������� ���� ���� �� ������ ,�� �����
 ����

������ �������� �%+�� �� ������ ���������� ����� ��%+�� ������ �� ��������

𝜂(𝑖) = 𝜂(𝑖− 1) + 𝑏𝑇𝐹
𝑖
𝑞𝑛 − ‖𝑤(0)‖2

𝐹
𝑖
(𝐼−𝐹 )𝑞𝑛

�%+�� ������

𝜁(𝑖) = 𝜁(𝑖− 1) + 𝑏𝑇𝐹
𝑖
𝜆𝜁 − ‖𝑤(0)‖2

𝐹
𝑖
(𝐼−𝐹 )𝜆𝜁

��%+�� ������

���� ������ �������� 𝜂(−1) = ‖𝑤0‖2 �� 𝜁(−1) = 1
𝑁 ‖𝑤(0)‖2Λ� ������������ ��

𝑏 = ����{(Λ𝑣 ⊙ 𝐼𝑀 )𝐷2Λ} ����� Λ𝑣 = ����{𝜎2𝑣,1, . . . , 𝜎2𝑣,𝑁} ���� 𝜎2𝑣,𝑘 ���� � ������� ��
��� �������� ���� �� ��� 𝑘� .������ 𝑞𝑛 �� 𝜆𝜁 �� ���� (𝑁2𝑀2 × 1) ��� ������ ���

𝑞𝑛 =
1

𝑁
����{𝐼𝑁𝑀} �� 𝜆𝜁 =

1

𝑁
����{Λ}. ������

%����� 𝐹 �� ���� ����

𝐹 = (𝐺⊙𝐺) [𝐼𝑁2𝑀2 − (𝐼𝑁𝑀 ⊙ Λ𝐷)− (Λ𝐷 ⊙ 𝐼𝑁𝑀 ) + (𝐷 ⊙𝐷)𝒜] ������

����� 𝒜 = ����{𝒜1, . . . ,𝒜𝑁} ���� ������� �����

𝒜𝑘 = ����{Λ1 ⊗ Λ𝑘, . . . , 𝜆𝑘𝜆
𝑇
𝑘 + 𝛾Λ𝑘 ⊗ Λ𝑘, . . . ,Λ𝑁 ⊗ Λ𝑘} ����	�

! ��� 𝑘��� ���� �� ����	� 𝜆𝑘𝜆𝑇𝐾 �� � ����� �������� ����� 𝜆𝑘 = ���{Λ𝑘} �� 𝛾 = 2

�������� ��� ���� �� ������

�&��� ���� ������������� ������ � ��� ������� ������� 3�5� ! ,������ 	� ����������� ����� 1
𝑁

���� ������� � 𝜂(−1) �� 𝜁(−1)� ���� � ��������� 𝜎 ���� ������ � ��� �������� �� 𝐹 � ��� ���
� ���� �	
�� ,�� ������ ���� ��������� � ��� ��� ����� � ���� ���	��� 3�5�
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����� ����������� *������ ������ ,�����

! ����� �� ������� ����������� ������� �� ����������� ��������
� �������� �� %+� ��

�%+� ��� ��������� ���� ������ �� ������ �� ,������ 	� � ������ �����
 ��������

�� 𝑁 = 5 ���� ���� �������� ���� � ���� ��	 ��� ����� ��� ������� 	� � ������ ��

�� ��������� �� 𝑤0 = [0.3487,−0.8245, 0.2955, −0.2331]𝑇 �� ����� 𝑀 = 4� ��� ���������

������ 𝑢𝑘,𝑖 ��� ����������� �� 	��� ����� ��������%��
�� ������� ����� �� � �������������

��������������� ���������� ������� ������ ��� �������� ������

𝑢𝑘,𝑖 = 𝛼𝑢𝑘,𝑖−1 +
√︁
𝜎2𝑢,𝑘(1− 𝛼2)𝑛(𝑖) ����
�

����� 𝛼𝑘 �� ��� ���������� ���������� �� 𝑛(𝑖) �� � �������� ����������� ����� �������

����� 𝑛(𝑖) ∼ 𝒩 (0, 1)� !� ������ �� ���� ���� 	��� ����� ��������%��
�� ������� ��� �

���������� ������ 𝑟𝑢,𝑘(𝑙) = 𝜎2𝑢,𝑘𝛼
|𝑙|
𝑘 � ���
����� ���� 𝑣𝑘(𝑖) �� � �������� ����� �����

��� ���� ���� ������� 𝜎𝑣,𝑘� .����� �� 𝛼𝑘� 𝜎2𝑢,𝑘 �� 𝜎
2
𝑣,𝑘 ��� ���� � ���� ��	� ��� ����

������������ �� �������� $%+ ���������� ��� ���� ���� ���� 𝜇𝑘 = 0.007 ��� �����

��� ��� ����� �������� $%+ �������� ���� %��������� ���� ��� ������� ������� ! ���

����������� ����� ������������ $%+ ��������� �
��� �� �������� ��������� ���	� ����

���������� ����������� %+� �� �%+� ������ ���� �������� �� ������� �� � ���

�������� ��� ��
�� ! ��� ����������� ���� ���� ���� �� ���� ���� ��������� ���� ����

���������� ��� �������� ��������� �� ���� 𝐺 = 𝐼𝑁𝑀 ��� �������������� ��������

�� ����������� � ��� ���� ��
 �� ���� ��� ����������� ������� 	������ ��� ���������� ��

,������ 	� ���� %+� �� �%+� ������ ��������� ��� ��� ����������� ����������� -�� ��

�������� �������� �������� ��� �������� �� ��� $%+ ���������� ������� %+� �� �%+� ��

� �� �� ����� ����� ��� ������� �������� �� ������������ ��������� � ��� ������������

�� ������ ����������
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������ ��	� ������� 	� &�����
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���
�� �� ����������� ������ ���������
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������ ���� ������� 	� �������� �� ������ ������ ���������� ����� ��%+�� ��� �������
����� ������ �� ����������� ������ ���������
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������� �

���(,!.� �!��-+!'& $��+,�%��& +)-�*�+

������ ��������� ������� 𝑐𝑘,𝑙 ������ ���� �����
 ����� �%��������� ����� ����

��� � �����
 �������� �� �� �� ��
� ��� ������ �������� +&* ������ �� ��� �����

!� ����� �� ���� ������ �� ��� �� ����� �� ������� �� ��� ������� ��
�� ���������

������� �������� �� �������� �� +&* ������ � ��� �����
� ,�� ��� �� ��� ��������

�������� ���������� �� �� ���� ������� ����������� ���� ���� ���� ���� ������ +&* ���

���� ���� �������

! ��� �������� �������� $%+ ������ ��� �������� ���������� ��� ������� ������ ����

��� ��������� ������� ���� � �������� �� ��������� �������� ��� �������� ����� ����� ��

���������� �� ����� � �������� ��������� �� ��� ����� �� �������� �� �������� �����

�� ��������� ���������� ����� ����� �� ���������� ��� ���������� �������� ����� � �����

������� �� ��� ����� ��������� � ��� ����������� �������� ��� ��� ������� �� ���� �� �

��������� ���������

��	 (������� ��������� ����������

! ���� ����� �� ���������� ��� ��� ������ ����������� ��� �������� ,�� ����� ����������

�������� ���������� �� ��� ����� ����� �������� 𝜓(𝑖−1)
𝑘 � ,�� ����� �� �������� ��� ���

�������� �� ��� ������� ��������� � ��� �������� ! � ���� �������� ������� ��� ���������

�������� 𝜑(𝑖−1)
𝑘 ��� � ���� ���

𝜑𝑖−1
𝑘 = 𝜆

(𝑖)
𝑘 𝜓

(𝑖−1)
𝑘 + ̂︀𝜆(𝑖)𝑘

̂︀𝜓(𝑖−1)
𝑘 , ���	�

̂︀𝜓(𝑖−1)
𝑘 =

1

𝑛𝑘 − 1

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘∖𝑘
𝜓
(𝑖−1)
𝑙 , ���
�

����� 𝜆(𝑖)𝑘 �� ��� ������ �� ��� ���� ����� �������� 𝜓(𝑖−1)
𝑘 �� ̂︀𝜆(𝑖)𝑘 �� ��� ������ �� ��� �����

���� ����� �� ��� ��������� ��������� ̂︀𝜓(𝑖−1)
𝑘 � ,�� ����
�������� �� ��� �������� ���������
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ψ
(i−1)
1

ψ
(i−1)
3

ψ
(i−1)
N

ψ
(i−1)
k

ψ̂
(i−1)
k

λ
(i−1)
k

λ̂
(i−1)
k {dk(i), uk,i}

φ
(i−1)
k AF

k
ψ

(i)
k

ck,1

ck,3

ck,N

ek(i) = dk(i)− uk,iφ
(i−1)
k

������ ��	� �������� �������� ��������� �������� ��������� ������

����� �� ���� � ���� ��		�

,���� �������� ������� �� ��� ������� ����������� 𝜆(𝑖)𝑘 �� ̂︀𝜆(𝑖)𝑘 ��� ������ ������

	� ����� ���������� �� 𝜆(𝑖)𝑘 , ̂︀𝜆(𝑖)𝑘 ������

𝜆
(𝑖)
𝑘 + ̂︀𝜆(𝑖)𝑘 = 1, 𝜆

(𝑖)
𝑘 , ̂︀𝜆(𝑖)𝑘 ∈ (0, 1)�


� ����� ���������� �� 𝜆(𝑖)𝑘 , ̂︀𝜆(𝑖)𝑘 ������

𝜆
(𝑖)
𝑘 + ̂︀𝜆(𝑖)𝑘 = 1�

�� -��������� ���������� �� 𝜆(𝑖)𝑘 , ̂︀𝜆(𝑖)𝑘 �

,�� ����������� 𝜆(𝑖)𝑘 , ̂︀𝜆(𝑖)𝑘 ��� ������� ���� ��������� $%+ ���� �� ������� ��������� ��

��� �� �������� �������� ��������� ���� �������� ��������� ����� ��� �������� � ���

��� ��������

��
 %������ ����������

,��� ����� �� ���������� ������ ��������� ����� ��� ������� ����������� �� ��� �����

��������� � ��� ����������� �������� ��� ��� �������� ���� ������� �� ��� ���������� ,��

	'������ ������ �� ��� ������ �� �� ���� � 3	5�
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��������� �������� ��� � ���� ���

𝜑𝑖−1
𝑘 =

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙𝜓

𝑖−1
𝑙 , �����

����� ��������� 𝑐(𝑖)𝑘,𝑙 ��� ������� �� ����� ���� ����� 𝑖� ,�� ����
�������� �� ���� �������

����� �� ���� � ���� ��
� ,���� �������� ������� �� ��� ������� ����������� 𝑐(𝑖)𝑘,𝑙 ��� ������

������

	� ����� ���������� 𝑐(𝑖)𝑘,𝑙 ������
∑︀

𝑙∈𝒩𝑘
𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 1 �� ∀𝑙 ∈ 𝒩𝑘, 𝑐

(𝑖)
𝑘,𝑙 ∈ (0, 1)�


� ����� ���������� 𝑐(𝑖)𝑘,𝑙 ������
∑︀

𝑙∈𝒩𝑘
𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 1�

�� -��������� ���������� 𝑐(𝑖)𝑘,𝑙 ���� � ���������

��������� ����� ��� ������ ����������� 𝑐(𝑖)𝑘,𝑙 ��� ����� � ��������� $%+ ���� �� ����������

&��� ������� �������� �������� �������� $%+ ���������� ������� ���� ������� �� ����� ���

������� � �������� �� ��� ������� ������ ������� ������ ���������� ������������

ψ
(i−1)
1

ψ
(i−1)
3

ψ
(i−1)
N

φ
(i−1)
k AF

k

{dk(i), uk,i}

ψ
(i)
k

ek(i) = dk(i)− uk,iφ
(i−1)
k
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k,1

c
(i)
k,3

c
(i)
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c
(i)
k,N

������ ��
� �������� �������� ��������� ������� ������
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��� ����� ������� ������

� ����� ������� ������ �� � ����� �������� ����� ������� ��������� ������� ��� �

��������� �������� �� ������� ���� ���� �������� ������ ����������� 𝑐(𝑖)𝑘,𝑙 ����� ��� ��

�� ���

∀𝑙 ∈ 𝒩𝑘, 𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 ∈ (0, 1),

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 1,

��� 𝑘��� ��� �� ���� ���� 𝑖� ,��� ���� ���� ����� ������� ������ ���������� ���������

��������� �������� �� ��������� ������� ������ � ��������� �������� ��������� ����

��� �����

����	 ������� (������� ����� ��������� /������ -��� ��� $%+ -�����

��������� �������� 𝜑(𝑖−1)
𝑘 �� ������� �� ������ �������� �� ���� 𝜆(𝑖)𝑘 �������� �� ���

����� ��� 𝜓(𝑖−1)
𝑘 �� �������� �� (1 − 𝜆(𝑖)𝑘 ) ������� �� ��� ��������� ��������� ̂︀𝜓(𝑖−1)

𝑘 ��

��������� � 3�5� ����

𝜑
(𝑖−1)
𝑘 = 𝜆

(𝑖)
𝑘 𝜓

(𝑖−1)
𝑘 +

(︁
1− 𝜆(𝑖)𝑘

)︁
̂︀𝜓(𝑖−1)
𝑘 , �����

�����

̂︀𝜓(𝑖−1)
𝑘 =

1

𝑛𝑘 − 1

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘∖𝑘
𝜓
(𝑖−1)
𝑙 , ����

�� 𝑛𝑘 �� � ������ �� ��� ��� 𝑘�

'������ 𝜑(𝑖−1)
𝑘 �� ���� �� ������ ����� �������� 𝜓(𝑖−1)

𝑘 �

𝑒𝑘(𝑖) = 𝑑𝑘(𝑖)− 𝑢𝑘,𝑖𝜑(𝑖−1)
𝑘 , �����

𝜓
(𝑖)
𝑘 = 𝜑

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑘𝑢

𝑇
𝑘,𝑖𝑒𝑘(𝑖). �����

! ����� �� ������� ����� �������� �� ��� ���������� ��� ������ 𝜆(𝑖)𝑘 ������ �� � ��� ����

�� [0, 1]� ,��� ������� �� ��������� �� 𝜆(𝑖)𝑘 �� � ��������� ������ �� ���� ��������� 𝑎𝑘�

𝜆
(𝑖)
𝑘 =

1

1 + exp
(︁
−𝑎(𝑖−1)

𝑘

)︁ . �����
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-������ 𝜆𝑘 ��������� �� ���������� �� ������ 𝑎𝑘 ����� ������ ������� ��� ����� ����

������ ������

𝑎
(𝑖)
𝑘 = 𝑎

(𝑖−1)
𝑘 − 𝜇𝑎

2

1

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

(︃
𝜕𝑒2𝑘(𝑖)

𝜕𝑎
(𝑖−1)
𝑘

)︃
�����

𝑎
(𝑖)
𝑘 = 𝑎

(𝑖−1)
𝑘 − 𝜇𝑎

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

(︃
𝜕𝑒𝑘(𝑖)

𝜕𝑎
(𝑖−1)
𝑘

)︃
, ���	��

����� 𝛽 �� � �������� ���������� ������� ��� ����������� �������� �� ������� ����

���� �� ������
𝜕𝑒𝑘(𝑖)

𝜕𝑎
(𝑖−1)
𝑘

=
𝜕𝑒𝑘(𝑖)

𝜕𝜆
(𝑖)
𝑘

𝜕𝜆
(𝑖)
𝑘

𝜕𝑎
(𝑖−1)
𝑘

, ���		�

���� ����� ���� ���������� ���� ������

𝜕𝑒𝑘(𝑖)

𝜕𝜆
(𝑖)
𝑘

= −𝑢𝑘,𝑖
[︁
𝜓
(𝑖−1)
𝑘 − ̂︀𝜓(𝑖−1)

𝑘

]︁
���	
�

�� ����� ���� �������� ���� ������

𝜕𝜆
(𝑖)
𝑘

𝜕𝑎
(𝑖−1)
𝑘

= 𝜆
(𝑖−1)
𝑘 (1− 𝜆(𝑖−1)

𝑘 ). ���	��

����� ����������� ���	
� �� ���	��� ��� ��������� ���� ��� 𝑎𝑘 ��
�� � ���� ���


(𝑖)
𝑘 =

(︁
𝑢𝑘,𝑖

[︁
𝜓
(𝑖−1)
𝑘 − ̂︀𝜓(𝑖−1)

𝑘

]︁)︁
𝑒𝑘(𝑖)𝜆

(𝑖)
𝑘 (1− 𝜆(𝑖)𝑘 )

𝑎
(𝑖)
𝑘 = 𝑎

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑎

1

||𝑢𝑘,𝑖||𝛽

(𝑖)
𝑘 . ���	��

! �������� ��� �������� ����� ��������� �������� �������� ��������� �� �������� ����

�������� ���������
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𝜆
(𝑖)
𝑘 =

1

1 + exp
(︁
−𝑎(𝑖−1)

𝑘

)︁

̂︀𝜓(𝑖−1)
𝑘 =

1

𝑛𝑘 − 1

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘∖𝑘
𝜓
(𝑖−1)
𝑙

𝜑
(𝑖−1)
𝑘 = 𝜆

(𝑖)
𝑘 𝜓

(𝑖−1)
𝑘 +

(︁
1− 𝜆(𝑖)𝑘

)︁
̂︀𝜓(𝑖−1)
𝑘 ���	�

𝑒𝑘(𝑖) = 𝑑𝑘(𝑖)− 𝑢𝑘,𝑖𝜑(𝑖−1)
𝑘


(𝑖)
𝑘 =

(︁
𝑢𝑘,𝑖

[︁
𝜓
(𝑖−1)
𝑘 − ̂︀𝜓(𝑖−1)

𝑘

]︁)︁
𝑒𝑘(𝑖)𝜆

(𝑖)
𝑘 (1− 𝜆(𝑖)𝑘 )

𝑎
(𝑖)
𝑘 = 𝑎

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑎

1

||𝑢𝑘,𝑖||𝛽

(𝑖)
𝑘

𝜓
(𝑖)
𝑘 = 𝜑

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑘𝑢

𝑇
𝑘,𝑖𝑒𝑘(𝑖).

����
 ������� ����� %������ /������ -��� ��� $%+ -�����

������� �� �������� ��������� �������� ���������� � ������ ���� ������ �� ����������

��������� ����� ��������� �������� ������� �� ��� ������� ���������� ,�� ��������� �����

���� ��� ���� ������� ��� ��
� ���� 3	�5 �� 3	�5�

������� ������� ��� ��������� ������� �� ������ ��������� 𝑎(𝑖−1)
𝑘,𝑙 ����� ��� ���

������� �� ������� ����� ���������

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 =

exp (𝑎
(𝑖−1)
𝑘,𝑙 )

∑︀
𝑚∈𝒩𝑘

exp (𝑎
(𝑖−1)
𝑘,𝑚 )

. ���	��

,�� ��������� 𝑎(𝑖−1)
𝑘,𝑙 �� ������� ���� ��� $%+ ����������

𝑎
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 𝑎

(𝑖−1)
𝑘,𝑙 − 𝜇𝑎

2

1

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

⎛
⎝ 𝜕𝑒2𝑘(𝑖)

𝜕𝑎
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

⎞
⎠ ���	��

𝑎
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 𝑎

(𝑖−1)
𝑘,𝑙 − 𝜇𝑎

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

⎛
⎝ 𝜕𝑒𝑘(𝑖)

𝜕𝑎
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

⎞
⎠ , ���	��

����� 𝛽 �� � �������� ���������� ������� ��� ����������� �������� �� ���� ���� ����

��� ������� ���������� ��
�� � ���� ���
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𝜕𝑒𝑘(𝑖)

𝜕𝑎
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

=
∑︁

𝑚∈𝒩𝑘

𝜕𝑒
(𝑖)
𝑘

𝜕𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑚

𝜕𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑚

𝜕𝑎
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

���	��

���� ����� ����
𝜕𝑒

(𝑖)
𝑘

𝜕𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑚

= −𝑢𝑘,𝑖𝜓(𝑖−1)
𝑚 ���
��

�� ����� ����
𝜕𝑐

(𝑖)
𝑘,𝑚

𝜕𝑎
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

=
𝜕

𝜕𝑎
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

⎛
⎝ exp (𝑎

(𝑖−1)
𝑘,𝑚 )

∑︀
𝑝∈𝒩𝑘

exp (𝑎
(𝑖−1)
𝑘,𝑝 )

⎞
⎠ , ���
	�

����� ��
�� ��� ���������� ��� ����� ����� ��������

𝜕𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑚

𝜕𝑎
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

=

⎧
⎪⎨
⎪⎩
𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙(1− 𝑐

(𝑖)
𝑘,𝑙), �� 𝑚 = 𝑙,

−𝑐(𝑖)𝑘,𝑙𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑚, �� 𝑚 ̸= 𝑙.

���

�

,�� ���� ��������� ���� �� ������� �� ���������� ���� ���� ���� ��	� �� ����� ���������

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 =

exp (𝑎
(𝑖−1)
𝑘,𝑙 )

∑︀
𝑚∈𝒩𝑘

exp (𝑎
(𝑖−1)
𝑘,𝑚 )

𝜑𝑖−1
𝑘 =

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙𝜓

𝑖−1
𝑙

𝑒𝑘(𝑖) = 𝑑𝑘(𝑖)− 𝑢𝑘,𝑖𝜑(𝑖−1)
𝑘 ���
��


(𝑖)
𝑘,𝑙 = 𝑢𝑘,𝑖

[︁
𝜓
(𝑖−1)
𝑙 − 𝜑(𝑖−1)

𝑘

]︁
𝑒𝑘(𝑖)𝑐

(𝑖)
𝑘,𝑙

𝑎
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 𝑎

(𝑖−1)
𝑘,𝑙 + 𝜇𝑎

1

||𝑢𝑘,𝑖||𝛽

(𝑖)
𝑘,𝑙

𝜓
(𝑖)
𝑘 = 𝜑

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑘𝑢

𝑇
𝑘,𝑖𝑒𝑘(𝑖).
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! ���� ��������� �������� 
� ���������� �� �������� �������� ���������� ���� �����

��������� �������� ��� ��������� &�����
 �������� �� ���� � ��� ���� ���� �� ���� ���

� ���� 
�� (��������� �� ��� �����
� �𝛼𝑘� 𝜎2𝑢,𝑘� 𝜎
2
𝑣,𝑘 � ��� ������� 	� ��� ���� � ���

����� ���� �� ��� ���� ������� � 10× 1 ������ �� �� ��������� �� ���� ������

𝑤0 = [2.3459, 0.0893, 2.2103, 0.7440, 0.6762,−0.4959, 1.0007,−1.8874,−1.2499,−0.2327]𝑇 �
,�� ���� ���� ���� 𝜇𝑘 = 0.007 �� ��� ���� ��� ����� ��� ��� �������� ����������� !

��� ���������� ������� �� 
 ���������� �� ��
�� ,�� ���� �� ���� ��������� �� �� ���

������� ��� �������� ���������� ������� ��� �������� �� ��� ��������� �������� 𝜑(𝑖−1)
𝑘 �����

���������� ������� ��� ���������� �� ��� ���� $%+ ���������� !������ �� ��� �����

��������� ����� ��������� � ������ �� ������� ���� 3�5 ��� �� ������������ ������� ��

������������ ���� ����� %+� ���������� �� ��� �������� ���������� ��� �������� ��

��������� �������� ��������� ���� %��������� ���� ���� �� � ������� ������� �� ��� ����

���� ���� ���� � ����� ������ �� ∼	 �� �@� ��� ��������� � %+� � ������������ ��������
�������� ���� �������� ����� ��������� �������� �������� �� ������������ ������ ���

��������� �������� $%+ �� 	��� ���� �������� !� ��������� �� � ��������� �������� ��������

��������� ���� ����� ������� �������� ����� ��� ������ �
��� ���� ������ ���������� ���

���� ������ ������ �� � �� �@� ���� ! ���� �� �������� �� ��������� 𝜆(𝑖)𝑘 �� ��� ��������

�������� ���� �������� ����� ��������� �������� ���� ���� 𝜇𝑎 = 5 �� 𝛽 = 6 ��� ����

���� �� ����� +��������� �������� �� 𝑐𝑘,𝑙 ������� �� ��� �������� �������� ��������� ����

����� ������� �������� ��� 𝜇𝑎 = 2� 𝛽 = 5 �� 𝑘 = 4 �� ����� &��� 𝑘 �� ������� ��

����� ��������� ���� ��� �� � ���� ���� ����� ,�� ����������� ��������� �� ������ ������

����� ����� 	�� ���� �������� ! ���� ��� �� ��� �������� �� ������ %+� ������ ��� ��������

�������� $%+ ���� �������� ����� ������� ������ �� ����� ! ���� ���� �����������

������ 𝛽 = 2 �� 
��� ������ �� ������ �� ������ 𝜇𝑎 �� ��������� !������� ��� ����

���� 𝜇𝑎� �������� ������ ��������� ��� ����� �� ������ %+� ������� ! ���� ��� ��� ���� ����

𝜇𝑎 �� 
��� ������ �� ���������� ��� �������� 𝛽�� �� ��������� !������� �����������

������ 𝛽 ����� �� ������� �� %+� ����� �� ������ ��������� �� ��� ���� ����� ,��

���� ���������� �� ����� ��� ����� ������� ���� ���� ���� ��� �� ��	���
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������ ���� ������� 
� &�����
 �������� ������ �� ���������� ��������

η
(i
),
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]
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0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000
−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

20

Convex Mixture, µa = 5, β = 6

Convex Pair, µa = 2, β = 5

Diffusion, Metropolis

-56

-54

-52

-50

������ ���� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� ��������
�������� $%+ ���� ����� ������� ��������
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Time (i)

λ
(i
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k

 

 

0 500 1000 1500
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

λ5

λ4

λ6

λ2 λ9

������ ��� ������� 
� �������� �� ������ ����������� 𝜆(𝑖)𝑘 ��� �������� ����� ���������
���� 𝜇𝑎 = 2 �� 𝛽 = 5�

Time (i)

c(
i) k
,l

0 500 1000 1500
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c4,5

c4,4

������ ���� ������� 
� �������� �� ������ ����������� 𝑐(𝑖)𝑘,𝑙 ��� 𝑘 = 4 �� ����� ������� ����
𝜇𝑎 = 5 �� 𝛽 = 6�
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η(
i)
,
[d
B
]
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� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� ��������
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�������� $%+ ���� �������� ����� ������� ������ ���� ������ 𝜇𝑎 = 2�
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������ ���� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� ��������
�������� $%+ ���� ����� ������� ������� ������ ���� ������ 𝛽 = 2�
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������ ��	�� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� �����
���� �������� $%+ ���� ����� ������� ������� ������ ���� ������ 𝜇𝑎 = 0.5�
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��� ����� ������� ������

� ����� ������� ������ �� � ����� �������� ����� ������� ��������� ������� ��� �

��������� �������� �� ������� ���� ���� ������ ����������� 𝑐(𝑖)𝑘,𝑙 ����� ��� �� �� ���

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 1,

��� 𝑘��� ��� �� ���� ���� 𝑖� ,��� ������� ���� ����� ������� ������ ��������� ���������

��������� �������� �� ��������� ������� ������ � ��������� �������� ��������� ���� �����

����	 ������� (������� ����� ��������� /������ -��� ��� $%+ -�����

��������� ������ ���� � ���� ��������� �� ������� �� ����� � ������ ,�� ��������� ����

��� 𝜆(𝑖−1)
𝑘 �� ���� ���

𝜆
(𝑖)
𝑘 = 𝜆

(𝑖−1)
𝑘 − 𝜇𝑎𝑓

2

1

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

(︃
𝜕𝑒2𝑘(𝑖)

𝜕𝜆
(𝑖−1)
𝑘

)︃

𝜆
(𝑖)
𝑘 = 𝜆

(𝑖−1)
𝑘 − 𝜇𝑎𝑓

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

(︃
𝜕𝑒𝑘(𝑖)

𝜕𝜆
(𝑖−1)
𝑘

)︃

𝜆
(𝑖)
𝑘 = 𝜆

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑎𝑓

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽
𝑢𝑘,𝑖

[︁
𝜓
(𝑖−1)
𝑘 − ̂︀𝜓(𝑖−1)

𝑘

]︁
,

����� 𝛽 �� � �������� ���������� ������� ��� ����������� �������� ������� ���

����� ������� ���� ������ ����� ����� �� ����� ������ ��� ��������� �����

̂︀𝜓(𝑖−1)
𝑘 =

1

𝑛𝑘 − 1

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘∖𝑘
𝜓
(𝑖−1)
𝑙

𝜑
(𝑖−1)
𝑘 = 𝜆

(𝑖−1)
𝑘 𝜓

(𝑖−1)
𝑘 +

(︁
1− 𝜆(𝑖−1)

𝑘

)︁
̂︀𝜓(𝑖−1)
𝑘

𝑒𝑘(𝑖) = 𝑑𝑘(𝑖)− 𝑢𝑘,𝑖𝜑(𝑖−1)
𝑘 ���
��

𝜓
(𝑖)
𝑘 = 𝜑

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑘𝑢

𝑇
𝑘,𝑖𝑒𝑘(𝑖)

𝜆
(𝑖)
𝑘 = 𝜆

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑎𝑓

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽
𝑢𝑘,𝑖

[︁
𝜓
(𝑖−1)
𝑘 − ̂︀𝜓(𝑖−1)

𝑘

]︁
.
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����
 ������� ����� %������ /������ -��� ��� $%+ -�����

��� ���� �������� �������� ����� ��������� ��������� ��������� � 3	�5 �� �������� ,��

��������� �������� 𝜑(𝑖−1)
𝑘 �� ������ ���� ��� �������� ��������

𝜑
(𝑖−1)
𝑘 =

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘∖𝑘
𝑐
(𝑖−1)
𝑘,𝑙 𝜓

(𝑖−1)
𝑙 +

⎛
⎝1−

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘∖𝑘
𝑐
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

⎞
⎠𝜓(𝑖−1)

𝑘

𝜑
(𝑖−1)
𝑘 = 𝜓

(𝑖−1)
𝑘 +

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘∖𝑘
𝑐
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

[︁
𝜓
(𝑖−1)
𝑙 − 𝜓(𝑖−1)

𝑘

]︁
. ���
�

���������� 𝑐𝑘,𝑙 ��� ������� �������� �� ��� ���� ���� ������

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 𝑐

(𝑖−1)
𝑘,𝑙 − 𝜇𝑎𝑓

2

1

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

⎛
⎝ 𝜕𝑒2𝑘(𝑖)

𝜕𝑐
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

⎞
⎠

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 𝑐

(𝑖−1)
𝑘,𝑙 − 𝜇𝑎𝑓

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

⎛
⎝ 𝜕𝑒𝑘(𝑖)

𝜕𝑐
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

⎞
⎠

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 𝑐

(𝑖−1)
𝑘,𝑙 + 𝜇𝑎𝑓

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽
𝑢𝑘,𝑖

[︁
𝜓
(𝑖−1)
𝑙 − 𝜓(𝑖−1)

𝑘

]︁
,

����� 𝛽 �� � �������� ���������� ������� ��� ����������� �������� ,�� ���� ���������

���� �� ������� �� ���������� ���� ���� ��� �� ��� ����� ���������

𝜑
(𝑖−1)
𝑘 =

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘∖𝑘
𝑐
(𝑖−1)
𝑘,𝑙 𝜓

(𝑖−1)
𝑙 +

⎛
⎝1−

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘∖𝑘
𝑐
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

⎞
⎠𝜓(𝑖−1)

𝑘

𝑒𝑘(𝑖) = 𝑑𝑘(𝑖)− 𝑢𝑘,𝑖𝜑(𝑖−1)
𝑘 ���
��

𝜓
(𝑖)
𝑘 = 𝜑

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑘𝑢

𝑇
𝑘,𝑖𝑒𝑘(𝑖)

∀ 𝑙 ∈ 𝒩𝑘 ∖ 𝑘 ������

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 𝑐

(𝑖−1)
𝑘,𝑙 + 𝜇𝑎𝑓

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽
𝑢𝑘,𝑖

[︁
𝜓
(𝑖−1)
𝑙 − 𝜓(𝑖−1)

𝑘

]︁
.
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! ���� ��������� ��� ���� ����� �� ������� 
 �� ���� ������� �����
 ��������� �����


���������� ���� ���� ��� � ���� 
��� 𝑤0 �� �������� 𝜇𝑘 = 0.007�

! ���� ��		 �� ��	
 �������� �� ������ %+� ������ ��� �������� �������� $%+ ����

�������� ����� ������� ������ �� ����� ! ���� ��		� ����������� ������ 𝛽 = 2 ��


��� ������ �� ������ �� ������ 𝜇𝑎𝑓 �� ��������� !������� ��� ���� ���� 𝜇𝑎𝑓 � ��������

������ ��������� ��� ����� �� ������ %+� ������� ! ���� ��	
 ��� ���� ���� 𝜇𝑎𝑓 �� 
���

������ �� ���������� ��� �������� 𝛽�� �� ��������� !������� ����������� ������ 𝛽

����� �� ������� �� %+� ����� �� ������ ��������� �� ��� ���� ����� ! ������� �����

������ � ���������� ��� ���� ���������� /�� 𝛽 �� 
��� ������� �������� ��� �����

�� 𝜇𝑎𝑓 ����������� ����� ��� ��������� �� ��������� %+� ����� ���� ���� ��	��� !� ���

���� ���� 𝜇𝑎𝑓 �� 
��� ������ �� ����������� ������ 𝛽 �� �������� ��� ���������

������ ���� ������ �� �������� %+� ����� ���� ���� ��	��� ! ���� ��	 �������� ��

��������� 𝜆(𝑖)𝑘 �� ��� �������� �������� ���� �������� ����� ��������� �������� ����

���� 𝜇𝑎𝑓 = 0.01 �� 𝛽 = 2 ��� ���� ���� �� ����� +��������� � ���� ��	� �������� �� 𝑐𝑘,𝑙

������� �� ��� �������� �������� ��������� ���� ����� ������� �������� ��� 𝜇𝑎𝑓 = 0.03�

𝛽 = 2 �� 𝑘 = 4 �� ����� &��� 𝑘 �� ������� �� ����� ��������� ���� ��� �� � ����

���� ����� ,�� ����������� ��������� �� ������ ������ ����� ����� 
��� ���� ��������
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������ ��		� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� �����
���� �������� $%+ ���� �������� ����� ������� ������ ���� ������ 𝛽 = 5�

η(
i)
,
[d
B
]

Time (i)
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������ ��	
� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� �����
���� �������� $%+ ���� �������� ����� ������� ������ ���� ������ 𝜇𝑎𝑓 = 0.01�
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������ ��	�� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� �����
���� �������� $%+ ���� ����� ������� ������� ������ ���� ������ 𝛽 = 2�

η(
i)
,
[d
B
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Time (i)
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Diffusion, Metropolis

������ ��	�� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� �����
���� �������� $%+ ���� ����� ������� ������� ������ ���� ������ 𝜇𝑎𝑓 = 0.005�
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������ ��	� ������� 
� �������� �� ������ ����������� 𝜆(𝑖)𝑘 ��� �������� ����� ���������
���� 𝜇𝑎𝑓 = 0.01 �� 𝛽 = 2�
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������ ��	�� ������� 
� �������� �� ������ ����������� 𝑐(𝑖)𝑘,𝑙 ��� 𝑘 = 4 �� ����� ������� ����
𝜇𝑎𝑓 = 0.03 �� 𝛽 = 2�
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�� -��������� ������� ������

� ���������� ������� ������ �� � ����� �������� ����� ������� ��������� �������

��� � ��������� �������� �� ������� ���� ���� ������ ����������� 𝑐(𝑖)𝑘,𝑙 ����� �� �� �����

�� ��������� ,��� ������� ���� ���������� ������� ������ ���� �� ������� ���

������� �������� �� ��������� ������� ������ � ��������� �������� ��������� ���� �����

���	 ������� (������� -��������� ��������� /������ -��� ��� $%+ -�����

,��� ��������� ���� �� ��� �� �������� � ��������� ������� 𝜆(𝑖−1)
𝑘 , ̂︀𝜆(𝑖−1)

𝑘 � ,��

������� ��� ������� ���� $%+ ��������� 3	�5�

⎡
⎣ 𝜆

(𝑖)
𝑘

̂︀𝜆(𝑖)𝑘

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 𝜆

(𝑖−1)
𝑘

̂︀𝜆(𝑖−1)
𝑘

⎤
⎦− 𝜇𝑢𝑛

2

1

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

⎡
⎢⎣

𝜕𝑒2𝑘(𝑖)

𝜕𝜆
(𝑖−1)
𝑘

𝜕𝑒2𝑘(𝑖)

𝜕̂︀𝜆(𝑖−1)
𝑘

⎤
⎥⎦

⎡
⎣ 𝜆

(𝑖)
𝑘

̂︀𝜆(𝑖)𝑘

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 𝜆

(𝑖−1)
𝑘

̂︀𝜆(𝑖−1)
𝑘

⎤
⎦− 𝜇𝑢𝑛

2

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

⎡
⎢⎣

𝜕𝑒𝑘(𝑖)

𝜕𝜆
(𝑖−1)
𝑘

𝜕𝑒𝑘(𝑖)

𝜕̂︀𝜆(𝑖−1)
𝑘

⎤
⎥⎦

⎡
⎣ 𝜆

(𝑖)
𝑘

̂︀𝜆(𝑖)𝑘

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 𝜆

(𝑖−1)
𝑘

̂︀𝜆(𝑖−1)
𝑘

⎤
⎦+ 𝜇𝑢𝑛

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

⎡
⎣ 𝑢𝑘,𝑖𝜓

(𝑖−1)
𝑘

𝑢𝑘,𝑖 ̂︀𝜓(𝑖−1)
𝑘

⎤
⎦ ,

����� 𝛽 �� � �������� ���������� ������� ��� ����������� �������� ������� ���

����� ������� ���� ���	�� ����� ����� �� ����� ������ ��� ��������� �����

̂︀𝜓(𝑖−1)
𝑘 =

1

𝑛𝑘 − 1

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘∖𝑘
𝜓
(𝑖−1)
𝑙

𝜑
(𝑖−1)
𝑘 = 𝜆

(𝑖−1)
𝑘 𝜓

(𝑖−1)
𝑘 + ̂︀𝜆(𝑖−1)

𝑘
̂︀𝜓(𝑖−1)
𝑘

𝑒𝑘(𝑖) = 𝑑𝑘(𝑖)− 𝑢𝑘,𝑖𝜑(𝑖−1)
𝑘 ���
��

𝜓
(𝑖)
𝑘 = 𝜑

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑘𝑢

𝑇
𝑘,𝑖𝑒𝑘(𝑖)

⎡
⎣ 𝜆

(𝑖)
𝑘

̂︀𝜆(𝑖)𝑘

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 𝜆

(𝑖−1)
𝑘

̂︀𝜆(𝑖−1)
𝑘

⎤
⎦+ 𝜇𝑢𝑛

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

⎡
⎣ 𝑢𝑘,𝑖𝜓

(𝑖−1)
𝑘

𝑢𝑘,𝑖 ̂︀𝜓(𝑖−1)
𝑘

⎤
⎦ .



������� �� �������� �������� $�����%�� +������ ��

���
 ������� -��������� %������ /������ -��� ��� $%+ -�����

,��� ��������� �� ������� �� �������� ���������� ��������� ������ ������ ���� �����

����� �� ������� �� ��� ��������

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 𝑐

(𝑖−1)
𝑘,𝑙 − 𝜇𝑢𝑛

2

1

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

⎛
⎝ 𝜕𝑒2𝑘(𝑖)

𝜕𝑐
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

⎞
⎠

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 𝑐

(𝑖−1)
𝑘,𝑙 − 𝜇𝑢𝑛

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽

⎛
⎝ 𝜕𝑒𝑘(𝑖)

𝜕𝑐
(𝑖−1)
𝑘,𝑙

⎞
⎠

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 𝑐

(𝑖−1)
𝑘,𝑙 + 𝜇𝑢𝑛

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽
𝑢𝑘,𝑖𝜓

(𝑖−1)
𝑙

����� 𝛽 �� � �������� ���������� ������� ��� ����������� �������� ,�� ���� ���������

���� �� ������� �� ���������� ���� ���� ��� �� ��� ����� ���������

𝜑
(𝑖−1)
𝑘 =

∑︁

𝑙∈𝒩𝑘

𝑐
(𝑖−1)
𝑘,𝑙 𝜓

(𝑖−1)
𝑙

𝑒𝑘(𝑖) = 𝑑𝑘(𝑖)− 𝑢𝑘,𝑖𝜑(𝑖−1)
𝑘 ���
��

𝜓
(𝑖)
𝑘 = 𝜑

(𝑖−1)
𝑘 + 𝜇𝑘𝑢

𝑇
𝑘,𝑖𝑒𝑘(𝑖)

𝑐
(𝑖)
𝑘,𝑙 = 𝑐

(𝑖−1)
𝑘,𝑙 + 𝜇𝑢𝑛

𝑒𝑘(𝑖)

‖𝑢𝑘,𝑖‖𝛽
𝑢𝑘,𝑖𝜓

(𝑖−1)
𝑙



������� �� �������� �������� $�����%�� +������ ��

���� +���������

! ���� ��������� ��� ���� ����� �� ������� 
 �� ���� ������� �����
 ��������� �����


���������� ���� ���� ��� � ���� 
��� 𝑤0 �� �������� 𝜇𝑘 = 0.007�

! ���� ��	� �� ��	� �������� �� ������ %+� ������ ��� �������� �������� $%+ ����

�������� ���������� ������� ������ �� ����� ! ���� ��	�� ����������� ������

𝛽 = 1 �� 
��� ������ �� ������ �� ������ 𝜇𝑢𝑛 �� ��������� !������� ��� ���� ����

𝜇𝑢𝑛� ���� �� ����� ��������� ��� ����� �� ������ %+� ������� ! ���� ��	� ��� ���� ����

𝜇𝑢𝑛 �� 
��� ������ �� ���������� ��� �������� 𝛽�� �� ��������� !������� �����������

������ 𝛽 ���� �������� %+�� ��� ���������� ������� ����� �������� 𝜇𝑢𝑛 �� 
�����

𝛽 ������ � ���� ����� ������ ��������� ���� ���� ��	���  ������� ��������� ��������

��� ����� 𝜇𝑢𝑛 �� �������� 𝛽�� ���� ���� ��
��� ! ���� ��
	 �������� �� ��������� 𝜆
(𝑖)
𝑘 ��

��� �������� �������� ���� �������� ���������� ��������� ���� ���� 𝜇𝑢𝑛 = 0.005 ��

𝛽 = 1 ��� ���� ���� �� ����� ������ ������ � �������� �� 𝜆𝑘�� ��� ��������� +���������

� ���� ��

 �������� �� 𝑐𝑘,𝑙 ������� �� ��� �������� �������� ���� ���������� �������

���� ���� 𝜇𝑢𝑛 = 0.001 �� 𝛽 = 2 ��� 𝑘 = 4 �� ����� &��� 𝑘 �� ������� �� �����

��������� ���� ��� �� � ���� ���� ����� ,�� ����������� ��������� �� ������ ������

����� ����� 	���� ���� ��������



������� �� �������� �������� $�����%�� +������ ��

η(
i)
,
[d
B
]

Time (i)

 

 

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000
−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

20

Unconstrained Pair, µun = 0.001, β = 1

Unconstrained Pair, µun = 0.005, β = 1

Unconstrained Pair, µun = 0.01, β = 1

Diffusion, Metropolis

������ ��	�� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� �����
���� �������� $%+ ���� �������� ���������� ������� ������ ���� ������ 𝛽 = 1�

η(
i)
,
[d
B
]

Time (i)

 

 

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000
−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40 Unconstrained Pair, µun = 0.005, β = 0

Unconstrained Pair, µun = 0.005, β = 1

Unconstrained Pair, µun = 0.005, β = 2

Diffusion, Metropolis

������ ��	�� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� �����
���� �������� $%+ ���� �������� ���������� ������� ������ ���� ������ 𝜇𝑢𝑛 =
0.005�



������� �� �������� �������� $�����%�� +������ ��

η(
i)
,
[d
B
]

Time (i)

 

 

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40
Unconstrained Mixture, µun = 0.001, β = 2

Unconstrained Mixture, µun = 0.005, β = 2

Unconstrained Mixture, µun = 0.01, β = 2

Diffusion, Metropolis

������ ��	�� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� �����
���� �������� $%+ ���� ���������� ������� ������� ������ ���� ������ 𝛽 = 2�

η(
i)
,
[d
B
]

Time (i)

 

 

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

Unconstrained Mixture, µun = 0.005, β = 0

Unconstrained Mixture, µun = 0.005, β = 1

Unconstrained Mixture, µun = 0.005, β = 2

Unconstrained Mixture, µun = 0.005, β = 4

Unconstrained Mixture, µun = 0.005, β = 6

������ ��
�� ������� 
� �������� �� ������ ���������� �������� �%+�� ���
�� ��� �����
���� �������� $%+ ���� ���������� ������� ������� ������ ���� ������ 𝜇𝑢𝑛 = 0.005�



������� �� �������� �������� $�����%�� +������ �	

Time (i)

λ
(i
)

k

 

 

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

λ4

λ9

λ6

λ2

λ5

������ ��
	� ������� 
� �������� �� ������ ����������� 𝜆(𝑖)𝑘 ��� �������� ����������
��������� ���� 𝜇𝑢𝑛 = 0.005 �� 𝛽 = 1�

Time (i)

c(
i) k
,l

 

 

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

c4,4

c4,3

c4,5

c4,9

������ ��

� ������� 
� �������� �� ������ ����������� 𝑐(𝑖)𝑘,𝑙 ��� 𝑘 = 4 �� ����������
������� ���� 𝜇𝑢𝑛 = 0.001 �� 𝛽 = 2�



������� � �������� �


������� 

�'&�$-+!'&

! ���� ������� ���������� ������� ������� �� %+� �� �%+� �������� ��� ��������

��������� ��������� � 3�5 ��� ����������� +��������� ������ ����� ����� ������ ����

�������� �� ����������� ���������� �� ���� ��������� ���� �� ��� 	�������� ���� ��������

���������� ���� ������ %+� �� �%+� ���������� �������� �� ������������ $%+ ���

�������� ���� �� ���������� ��������� ���� ��� ������ ����������������� �� �� ��

������� �� ��� ���� %+� �� �%+� ������ � ��� ������������ ��� ���� �� �����������

,��� ���� ��
�� ��� ��������� ���� ��������� �������� ��������� ������  ������� ������

������ ������� ������ ���� � ���� ����� �������� �������� $%+ ��������� ���� �����

�� ����� ��������� ��������� ��� ���� ������ ��������� ��� ��������� ��������

��������� ������� ��� ���� %+� �� �%+� ������ � ��� ������������� ���� �� ������ ��

���� ���� �������� �������� ��������� ���� ���������� ������� ������ �����������

������ ������� %+� �� �%+� ������ ��� �� �������������� �� ������� � ������

,�� ��� ������ �� ���� �������� �� ���� ����� ����� �� ��������� ���� �� ����������

������� ���������� �� ��� �������� ��������� �������� ����������� �� ���� �������� ����

���� ������ +&*� �� ����� ���� ���� ������� ���������� ������ ��������� ���� �� ����

����� ��� ��������� ��������� ����� ��� �� ��� ��� �� ������� ���� ��������� �� �����

��������� ����� ������ �� ������������ ' ��� ����� ���� ����� ������� �� ���������� ����

�� ������������� ���� $%+ �� �� ���� ��� ���������� �� ��� %+� �� �%+� ����������

�� �������� ���������� 3	�� 
�5�



������������ ��

�!�$!'�*�( 1

3	5 �� $�� #���� �� /��� 1�  �  �� �� �
��� %� +������ ��������� ������������� ��

����
�� �� ������� � ����������� ����� �����
�� ! !��� +���� (�������� %�������

����� 	��
�� 
��
�

3
5 �� ������ $� ������ �� (������ �� %� +���������� !��������� ��� ����� ���� �����

���� ����� �����
�� ! !��������� �������� � ���������� +������ �� +����

(�������� �!��++(�� ����� 
����
���� 
��	�

3�5 ������ �� $���� �� ���  � +����� �������� ��������� ������� ���� �������� ���

���
�� ���������� �� ���������� �������� !��� ,��������� � +���� (���������

������	

��	��� "��� 
����

3�5 &�����
� ,�
������� !��� 1������ �� ���  � +����� �������� ��������� �������

���� �������� ��������� ���������� �� ���������� �������� !��� ,���������

� +���� (��������� ��������	�� +�������� 
�	��

35 "������ ������������ ���� *� ����������.����� �� ���  � +����� %���������

���������� �� � ����� ��������� �� ��� �������� �������� !��� ,��������� �

+���� (��������� ��	����	���� 
����

3�5 +������ +� #����� ����� ,� ������� ����� �� +����� �� ���  � +����� +������

����� %+� ���������� ������� �� ������� ���������� �� �������� ��������� !���

,��������� � +���� (��������� �������������� ������ 
�	��

3�5 ���  � +����� ���������� �� �������� ��������� &�� 1��
� /����� 
����

3�5 �������� +� ���������� �� ���  � +����� �������� $%+ ���������� ��� ����������� �����

������ !��� ,��������� � +���� (��������� 
�	��



������������ ��

3�5 $� 0��� �� +� ����� ���� ����� ��������� ��� ����������� ��������� +������ ��

������ $������� ��	������� +�������� 
����

3	�5 *� '������+���� �� *� %� %������ ������� �������� � �����
� �� ����� ����

�������� �������� �� ������������ !��� ,��������� � ��������� ������� ���	
��

	��� +�������� 
����

3		5 �� "��������� "� $�� �� �� +� %����� ���������� �� ������ �� ������ ���������

����� ���� ������ ������� ������ !��� ,��������� � ��������� ������� ������

"�� 
����

3	
5 ���� �� %����� %����� ������� �� ������� $���� �������� +!�%� 
����

3	�5 �� +� ,���� �� *� (� +���� � �� ������ ������� �� ��� ����������� � ����������

������ �������������� +��������� &���������� 
�����	���	�� 	��
�

3	�5 *���  � #����  ��� &�����
��� �� ,�� /�����
� ����
 #����
�� �������� ��

��� ���� ��������� ,������� *����� �	� !������� �� ������� *�������� -�������� ��

������� ������� ,�� &���������� "����� 	����

3	5 ������ �� $���� �� ���  � +����� �������� ��������� ������� ���� �������� �����
��

! !��������� �������� � ���������� +������ �� +���� (�������� �!��++(��

������ �� ����� �	���
��  �������  ������ ����� 
����

3	�5 "������ ������������ %��� %������*���� .����� ������.����	�� ��

���� *� �����������.����� %������� ���� ��������� ��� �������� $%+ ����� ����

������� ! (���� �� ��� 
��� !��� !��������� +�������� � !�������� +����

(��������� ����� 	���	�
� ���������  ������ +�������� 
����

3	�5 +������ +� #���� �� ����� �� +����� %���������� �������� ����� ���������

����������� ! � (���� +���� ����� �� %��������� (�������� /��
����� �����

�������� 
����

3	�5 $��� ����� ����������*���� %����� 2������ ���� *� ����������.����� �� "������

������������ $������������ ��������� �� ����� ���������� �� �������� ��������



������������ �

�������� ! !��� !��������� +�������� � �������� �� +������ �!+��+�� �����


����
���� (����� ������ %�� 
�	�� !����

3	�5 %������� '��� �� +����� ������� 2������� �� +���� �� 2����� .�������

��������� ��������� ������ ���������� ���� �������� �����
�� ! 	��� !���������

�������� � !�������� +������ +���� (�������� �� ����� ����������� �!++(���

����� ��	����� %�� 
�	��

3
�5  �������� +��� ���  � +����� �� /���"� +��� .������� ��������� &$%+ �� �����

���	����� ����������� !��� +���� (�������� $������� 
� �������� 
����


	List of Figures
	Nomenclature
	Chapter 1: Introduction
	1.1 Diffusion LMS Strategies with Constant Weights
	1.2 Diffusion LMS Strategies with Adaptive Weights
	1.3 Contributions
	1.4 Content

	Chapter 2: Problem Statement
	2.1 Noncooperative LMS
	2.2 Diffusion LMS

	Chapter 3: Diffusion Least-Mean Squares
	3.1 Centralized Network Model
	3.2 Stability Analysis of the Diffusion Algorithm
	3.3 Mean-Square Transient Analysis
	3.3.1 Block Operations
	3.3.2 Transient Analysis: Evolution of the Mean-Square Deviation and the Excess Mean-Square Error in the Network
	3.3.3 Experimental Results versus Theory


	Chapter 4: Adaptive Diffusion Least-Mean Squares
	4.1 Pairwise Combination Algorithms
	4.2 Mixture Algorithms
	4.3 Convex Combiner Function
	4.3.1 Adapting Pairwise Convex Combination Weights Using the LMS Update
	4.3.2 Adapting Convex Mixture Weights Using the LMS Update
	4.3.3 Simulations

	4.4 Affine Combiner Function
	4.4.1 Adapting Pairwise Affine Combination Weights Using the LMS Update
	4.4.2 Adapting Affine Mixture Weights Using the LMS Update
	4.4.3 Simulations

	4.5 Unconstrained Combiner Function
	4.5.1 Adapting Pairwise Unconstrained Combination Weights Using the LMS Update
	4.5.2 Adapting Unconstrained Mixture Weights Using the LMS Update
	4.5.3 Simulations


	Chapter 5: Conclusion
	Bibliography

